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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之 一新， 并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推岀一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 



《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 

李大潜 
2005 年 10 月 


译者序 


译者序通常会归纳和列举所译书的优点，当作翻译和出版理由.而本书的特点 
一目了然，无需赘述，只简介一下翻译本书的个人理由，权作译者序. 

1989年到1993年，我有幸受教育部公派在莫斯科大学数学力学系理论力学教 
研室攻读 Ph . D . 莫斯科大学不给研究生安排任何专业课程，只是要求通过资格考试， 
为此导师给我指定了十几本参考书，内容覆盖了当时北京大学力学系一般力学专业 
研究生的必修课程，如分析力学、运动稳定性、多刚体动力学、控制理论等，另外还 
有与专业相关的卫星轨道和姿态动力学.我念过北京大学力学系本科和研究生课程， 
学习这些内容并不困难，但是要在一次考试中涉及这么广泛的内容，是很大的挑战. 
非常幸运，我买到了本书的第 一版， 它帮助我在资格考试中得了 5分. 

回国后，我在清华大学教了十年理论力学课，本书成了我最亲密的伙伴，我主编 
的《理论力学》也借鉴了本书的一些思想.在十年的教学实践中，我想翻译岀版本书 
的愿望越来越强烈，我相信理论力学教师们和学有余力的学生们都会喜欢这本书，也 
许这本书对我国理论力学教材会产生相当深远的影响. 

原计划一年后完成译稿，但我开始翻译工作后就爱不释手，急切地想把它奉献 
给读者，暑假里每天经常工作10个小时，只4个月就完成了.感谢高等教育出版社 
和数学天元基金. 


% 


译者 

2005 年 10 月于清华园 
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第3版序 


该版本与上一版没有差别，仅仅修正了所发现的打字错误. 


. 作者 

2001年10月 


第2版序 


该版本与1990年的第一版相比有以下 不同： 增加了新的第7章《撞击运动理 
论》和第11章的第6节《作用-角变量》，在第95小节介绍了椭圆积分和椭圆函数， 
在第11章的第4节增加了几个正则变换的例子，而在该章的第5节增加了介绍哈 
密顿特征函数的178小节.此外还改正了所发现的几个错误. 

作者感谢读者对第1版的批评指正;这些都已经在第2版的编写之中做了修正. 


第1版序 

随着科学技术的发展，狭窄的专业知识迅速老化.为了解决不断岀现的全新的 
现实问题，科技人员和工程师们除了需要具备重新学习的能力以外，还必须获得基 
础科学领域的良好培训.这需要经常全面地完善高等教育.最有前景的办法就是在培 
养未来科技人员和工程师的教学方案中加大一般性科学课程的力度,完善物理、数 
学和力学等基础性课程的教学. 

作为基础课，理论力学不仅是提供深入理解自然所需知识的一门课程，而且也 
是未来专家对自然和工程过程创造性地建立数学模型、研究并获得科学结论的有力 

工具. 


原书的序 


完善理论力学课程应该注重以下两个基本 问题: 第一， 课程应该是严谨、逻辑性 
强、完整和紧凑的，应该用较短的时间介绍理论力学的基本概念和方法.第二，不必 
在静力学和运动学的基本问题上花很多精力，应该集中精力介绍内容更 丰富、 理论 
与应用价值更大的动力学部分，以及分析力学方法. 

本书是作者在莫斯科航空学院应用数学系教学工作的结晶.给未来数学家和工 


程师讲授的一些课程是本书的基础，但书中有些内容超岀了这些课程范围. 


撰写此书的主要目的是教学需要.作者认为本书的可能读者首先是渴望学习理 
论力学基本问题和方法的大学生.作者希望本书对力学教师、研究生、应用数学和力 


学领域的工作人员也是有益的. 

本书与现有的理论力学教材在选材和叙述方法上都有本质区别.从目录上就可 
以看出，本书的内容如静力学、运动学主要部分、变分原理、正则变换理论等的叙述 
方法有很大不同. 

在很多教材、专著、文章的影响下，作者形成了现在的方法和规点.作者自己以 
及莫斯科的同事和朋友们的科研教学经验对本书也有重要的影响.最主要的参考文 
献已经列在本书最后，在脚注中也提到了一些专著、教材和文章. 
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§1. 基本 概念. 运动学的任务 . 5 
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力学是关于质点运动和相互作用的科学.这里的运动理解为机械运动，即物体或 
其一部分的位置在空间中随着时间变化.像物理科学一样，力学以观察和实验为基 
础，可以划分为观察（实验）力学和理论 力学. 

观察（实验）力学包含在实验物理学、天文学和工程技术的各个领域中,它建立 
物体的性质、物体的运动、产生和改变运动的原因之间的联系.这些原因称为力，而 
上述联系表述为运动定律.这些定律不是某个原始的真理的数学推论,而是大量实验 
结果的归纳陈述.这些陈述在一定的精度内确定了物体运动的特性. 

理论或者理性力学以实验力学中建立的几个定律为无需证明的公理，在理论力 
学中这些公理可以代替从实验力学中归纳出的真理.理论力学具有演绎的特性，以 
实践和实验得到的已知公理为依据,理论力学借助严格的数学推演得到自己的理论. 

按照牛顿的说法,理论力学“是关于任何力产生的运动和产生任何运动的力的理 
论,是精确的论述和证明”.① 

理论力学作为使用数学方法的自然知识的一部分，不仅研究实际物体，而且研 
究其模型.理论力学中研究的模型是质点、质点系、刚体和连续介质，但本书不研究 
连续介质力学. 

为了方便学习，理论力学可以分为运动学和动力学,还可以从动力学中分岀静力 
学部分.运动学只是从几何的观点研究运动,而不研究运动的原因.动力学研究运动 
产生和改变的原因.作为动力学的一部分,静力学研究物体保持静止的条件，以及力 
系等效简化方法.运动学、动力学及其一部分——静力学所研究的问题在本书相应 
章节做了详细阐述. 


® 引自牛顿著名著作《自然哲学的数学方法》第1版序（参 见: A . H . 克雷罗夫文集，第7卷，莫斯 

科,列宁 格勒: 苏联科学院出版社，1936,第2页）. 



第一早 

质点和质点系的运动学 


§ i . 基本概念.运动学的任务 

1. 时间与空间 机械运动发生于空间和时间之中.理论力学中采用的理想时 
空模型是最简单的模型——假设存在绝对空间和绝对时间.绝对时间和绝对空间是 
相互独立的，这体现了经典时空模型与相对论模型的区别，在相对论中时间和空间 
不是独立的. 

，假设绝对空间是三维均匀各向同性的固定不动的欧几里得空间.研究发现，对 
于尺寸不大的实际物理空间区域，欧几里得几何是正确的. 

在理论力学中绝 对时间 是大小连续变化的，方向是从过去到未来.在全间的所 
有点，时间都是均勻的、单值的，不依赖于点的运动的. 

运动的几何表示有相 对性： 如果两个物体上一些点之间的距离发生变化，则一 
个物体相对于另一个物体产生了运动.为了方便研究运动的几何性质，在运动学中 
选取一个完全确定的刚体，即形状不变的物体，并假设它不运动.其它物体相对于这 
个刚体的运动在运动学中称为绝对运动.通常选取3个不共面的轴组成的坐标系作 
为不动的参照物，这个坐 fit 系称为参考系，按照定义，它是固定（绝对）参照系或固 
定 （绝对） 坐标系. 在运动学中这个参照系的选择是任意的，但在动力学中不允许这 
样任意选择.时间的单位取为秒 ： Is = .1/86 400昼夜，由天文观测确定.在运动学中 
还要选择长度单位，例如 lm ，1 cm 等.于是运动的基本运动学量，如将在后面介绍的 
位置、速度、加速度都可以借助时间和长度单位来确定. 

如果以某给定时刻为时间参考起点，则任意其它时刻都用相应的数《（即从初始 
时刻到该时刻经过的秒数)来唯一确定.这个数是正的还是卑的，取决于该时刻在初 
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始时刻之后还是之前，即 —00 < t < + 00 . 

2. 质点与质点系 质点是指尺寸足够小的一小部分物质,将它当作没有尺寸的 
物体也可以完全确定它的位置和运动.如果所研究的运动可以忽略物体尺寸和转动, 
这个假设完全成立.能否用质点来描述物体取决于实际问题，例如,确定地球卫星在 
宇宙空间中的位置时，经常用质点 模型； 如果要研究安装在卫星上的天线、太阳电 
池、光学仪器等的指向，就不能用质点模型，因为研究指向问题不能忽略卫星的转动， 
必须将卫星看作具有有限尺寸的物体，尽管这个尺寸与卫星到地球的距离相比是非 
常小的. 

在理论力学中按照定义，质点是具有力学性质的几何点，在动力学中将研究这 
些力学性质.在运动学中可以将质点与几何点不加区别. 

运动点的一系列几何位置称为轨迹.如果当 h < t < t 2 时轨迹是直线，则运动 
是直线运动，否则是曲线运动.如果在时间段 h t 内，点的轨迹在圆周上，则 
在该时间段内，点的运动称为圆周运动. 

力学系统或者质点系或者简称系统是指质点以某种方式组成的集合. 

I • 

3. 运动学的任务 确定点（系统）的运动，即给出确定点（组成系统的所有点) 
在任意时刻的位置的 方法. 

运动学问题包括研究描述运动的方法以及确定组成力学系统的点的速度、加速 
度和其它运动学量的方法. 


§2. 点的运动学 


4. 向置描述法 我们研究质点 P 相对于某个固定物体的运动.设0是固定物 

争 

感 



体上的点，动点 P 相对于0的向径是时间 f 的 函数: 
r = r ( t ). 随着时间的变化，向量 r 的端点画出点的轨迹 
(图 1). 向径 r 的导数 



图1 称为 P 点的速度.速度 v 的导数 



( 2 ) 


称为 P 点的加速度. 


5. 直角坐标描述法设 Oxyz 为固定的直角坐标系，而 fc 为坐标轴 Oo ;，0 y , 
Oz 的单位向量，于是向量函数 r ⑷可以由 P 点的3个坐标-标量函数 x ( t ), y ( t ), 

z ⑷给出： 

r ( t ) = x ( t)i 4- y ( t)j 4- z ( t ) k . 


由此我们得到速度表达式 


dr . . 

V ( 亡 ）=— Vx^ Vyj + 

at * 


⑶ 


其中％ 


X，Vy 




y ， v z 


z 为速度 r 在坐标轴 0 x ，0 y ，0 z 上的投 影①. 速度的大 


小1；和方向由下面的等式确定. 


v = 






X 2 + y 2 + Z 2 , 


cos ( v ， i ) 


X 


V 


， cos ( vJ ) 


y 

V 


, cos ( v , fc ) 




V 


⑷ 


加速度可以类似的得到 


邮) 




dv 

dt 


w x i + w y j ^tWzk 


⑸ 


其中 Wc 


X》Wy 




z 为加速度 ti ; 在坐标轴 0 x ，0 y ，0 z 上的投影，并且有 


cos ( ti ;， i ) 


w 

# ♦ 

X 


w 


w \ 




X 2 + 浐 + 芝 2 , 


cos ( iy , j ) 




w w 

w 


cos ( w ^ k ) 




♦ ♦ 

z 


w 


⑹ 


例 


给定 p 的运动 规律: 


X 


a cos bt ^ 


y 


a sin bt ^ 


z 


ct ^ 


其中 aAc 是常数，试求该点的轨迹、速度和加速度.将前2个等 
式平方后相加可得 


B\ 





X 


+ 2/ 2 


a 2 . 




这表明，该点沿着半径为 a ， 中心轴与 Oz 轴重合的圆柱表面运动 

(图 2), 

设 p 为向径在 Ory 平面上的投影 OA 与 Oa 轴的夹角，那么 


A 


x 


X 


a cos p ， 


y 


a simp 




bt . 


z = 


ap / b . 


图 2 


# 


可见，直线 aA 等速转动，点 p 沿着母线 ap 等速移动，因此 p 点沿着螺旋线运动. 

下面确定 p 点的速度，我们可以得到 


X 


ab sin bt ^ 


y 


ab cos bt ^ 


z 


C ， 


V 


X 2 + y 2 + z 2 


a 2 b 2 + c 2 , 


速度的大小为常数，但方向随时间变化. 

下面确定尸点的加速度，我们可以得到 


x 


ab 2 cos 


w w 

y 


cos ( iy ， i ) 




ab 2 sin bt , 
— cos bt ^ 


z 


0； 


w 


cos ( iy ， j ) 




y / x 2 + 2/ 2 + Z 2 = 
% 

sin bt ^ cos ( iy 5 fc ) 


a 6 2 , 


0 


加速度大小为常数，方向沿着圆柱内法线（从 P 到线段平行于 04) 


® 某个量对时间 * 的导数是时间 t 的函数，经常用这个量对应符号上面的点表示. 
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6. 自然坐标描述法 假设在空间中给定一条曲线，点 P 沿着该曲线运动.为了 
确定点 P 在曲线上的位置，我们在曲线上任取一个点0:作为弧长计算的参考起始 
点，并给定一个方向为正向（图 3) .点 P 的每个位置对应着自己的弧长 ( 7 , 就像直 
角坐标轴上每个点都对应一个坐标值一样 . a 取正值或负值取决于弧长的参考方向， 
弧 0, P 的长度等于 | a |. 如果 a = a ⑷是时间 t 的已知函数，则 P 点的运动就是给 
定的.这样确定点的运动的方法称为 自然坐标法， 这里我们假设 a ⑷是2阶连续可 
微函数. 


下面我们求自然坐标法中点 P 的速度和加速度表达式.我们引入构成右手系的 
3个单位向量 T ， n , t > (图4)，向量 T , n 位于轨迹在 P 点的密切平面内，分别浯着切 



线指向弧长增加的方向和沿着主法线指向曲线的凹侧，向量& 沿着 P 点轨迹的副法 


向. 

点 P 相对于某个任意固定点的向径 r 可以写成复合 函数: 
分几何可知， 


r(a) = 


dr 

da’ 


dr 

da 


: n(a), 


P 


r = r ( a ( t )). 根据微 


⑺ 


其中 p 为轨迹在 P 点的曲率半径.利用速度定义 （ 1) 和 （ 2), 根据⑺有 


V 


dr 

dt 


dr da 
da dt 


V r T 


⑻ 


dv dv T dr dcr d 2 a vS. 

= + = d^ T + 7 n * ⑼ 

这里引入了符号〜 =& 如果 p 点 沿着弧 o x p 的正向运动 ，则叫 取 正值; 反之取 
负值.根据（8)，速度总是沿着轨迹的切向. 

由 （9) 可知，加速度总是位于密切平面内，可以写成 


w = w T - {- w n , 


d 2 a 

Wt= 



Wn = 7 n, 


( 10 ) 


其中 iy T 为 切向加速度， 为 法向加速度. 公式 （10) 给岀了将加速度分解为切向加 
速度和法向加速度的惠更斯定理.切向加速度表征速度的大小改变的速度，法向加 
速度则表征速度的方向改变的速度. 

加速度的大小由下式确定 

W = \J — w%. 

如果〃 = const , 则运动称为匀速的.运动加快或者变慢取决于速度大小的增加 
或者减少.因为 r 2 = W =々 2 ,故 dv 2 /dt = 2& a , 由此可知，如果々和斤待号相同， 
则运动加快；反之运动 变慢. 如果在时间段 h < t < t 2 内斤= 0( w T = 0), 则在该时 
间段内运动是匀速的.如果在某时间段内= 0,但〃 # 0,则在该时间段内运动是 
直线的 （P = oo ). 

评注1从关系式⑻和⑼可知，如果我们将一个笛卡儿坐标系用另外一个相 
对它不动的笛卡儿坐标系来代替，则 P 点的向量运动方程 r = r ⑷会改变，但速度 
和加速度不变. 

例1利用惠更斯定理求曲线 

x 2 y 2 

-+ - = 1 

a 2 ^ b 2 

在任意点的曲率半径. 

我们将橢圆看作是质点以 

x = a cos y = bsint 、 


的规律运动的轨迹.由等式 
可得曲率半径表达式： 

再考虑到 
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特别地，在橢圆与 Ox 轴的交点处 （t = 0,7 r)，p = b 2 ja , 而在椭圆与/轴的交点 

处 （t = 7 r /2, 37 t /2), p = a 2 / b . 

7 . 圆周运动 设一点沿着半径为的圆周运动，那么（图 5) a = 由⑻ 
和 （10) 可得 

V 2 # 2 

v = RipT , w T = R ( pr ^ w n = 一 n = ip Rn , 

P 

0 和 0 分别称为半径 OP 的角速度和角加速度（参见第25小节).引进符号0 = 0；， 
# = e ，则 P 点的加速度大小表示为 

W = = RV e2 + ^ 4 - 


角速度和法线加速度之间的夹角/3 ( 图 5) 由下面方程求得 


t)£Ul j3 



对于等速圆周运动有 e = 0和/? = 0. 



S 5 



5 6 


8. 极坐标表示的速度和加速度 设一点在给定平面内运动，除了笛卡儿坐标 
x ( t ), y { t ) 以外，运动还可以用极坐标来描述（图 6 ).假设给定函数『= r ⑷， P = 
p ⑷，我们可以求岀点 P 的速度和加速度. 

设&是沿着 P 点相对0点向径 r 上的单位向量，指向 r 值增加的 方向; 而％ 
是将〜逆时针旋转 tt /2 得到的向量.单位向量 〜和％ 分别给出相互垂直的2个 
轴向：径向和横向.在直角坐标系0叩中向量和 ep 可以写成下面形式 ® : 

夤 

d T = (cos\p, sin ip), = (—simp, cos (p). (11) 

由于 $ = rcos ( f,y = rsin ( f ^ 在直角坐标系中有 

①这里和后面各章节中，我们将向量理解为列向量， 撇 号表示转置. 

» 


v f = ( x , y ) = (r cos ip — rip sin r sin cos ( p ). 


( 12 ) 


w / = ( x , y ) = ((r — r ( p 2 ) cos p — (rep -h 2 rip ) sin p ， 

(r — np 2 ) simp 4- ( r(p 4 - 2 r ( p ) cos ip). 


(13) 


速度在径向和横向的投影叫和 iV 分别称为 径向速度和横向速度 .由 （11) 和 
(12) 得 

v r = { v ' e r ) = r f v (p = (v • e ^) = np . (14) 

对于加速度可以类似地得到 


w r = r — np 2 , = np - {- 2 r ( p .' (15) 

例 1 设一点的运动由极坐标给出： 


r = at , (p = bt ( a , b = const ), 

求该点的轨迹、速度和加速度. 

从给定的2个方程中消去 t 就得到轨迹方程厂= aip / b , 这个曲线称为阿基米德螺 
线，其向径大小正比于 极角. 进一步我们可以求得 


r = a , (f = b , r = 0, 0 = 0， 

故径向速度 IV 为常数并等于 a , 横向速度= aW ， 速度大小为1； = yj V 》+ v % = 

a\/l H - b 2 t 2 . 由 （15) 可得径向加速度和横向加速度 叫= — ab 2 t , = 2 ab . 加速度 
大小等于 



9. 曲线坐标 在前面各小节中我们已经看到，一点在平面内的运动不仅可以用 
笛卡儿坐标给出，也可以用极坐标给出.一般来说，可以确定点在空间中位置的任意 
3个数 制 2 , q 3 都可以看作该点的坐标，这些不同于笛卡儿坐标的数称 为曲线 坐标. 
如果点的曲线坐标= 1,2, 3) 是时间的已知函数 qi ( t ) ,则该点的运动就是确定的. 

笛卡儿坐标和曲线坐标之间的关系由等式 


r = r ( q u q 2 , q 3 ) = xi 4- yj + zk (16) 

给出，其中是 qi ， q 2 ， q 3 的二阶连续可微函数，向径 r 是时间的复合函数 ： r = 

r(qi(t),q2(t),q3{t)). 
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设外是空间中某个点，其曲线坐标为 g 10 , 

920,伽).在某个时间段内令 gi 变化而奶，93固 


定，由 （16) 得到过 P 0 的曲线 r 




r (^l)^20,930), 



A 


我们称该曲线为第 


坐标线. 类似地定义第2 


P 



r o 


r 


坐标线和第 3 坐标线 .第 i 个坐标线在点 P 0 处 
的切线称为过 Po 点的第 i 个 坐标轴 （图 7) .第 
i 个坐标轴的单位向量可写成下面形式 


ei 


o 


1 dr 


dr 

dqi 


(17) 


图 7 


Hi 


dr 

dqi 


dx 

dqi 


2 


+ 


dy 

dqi 


2 


+ 


dz _ 

dqi 


2 


Hi 称为拉梅系数.公式 （17) 中的求导是在 P 0 点. 


如果向量 e 1? e 2 , e 3 互相正交，则曲线坐标称为正交的，我们只研究正交曲线坐 


标.下面我们求 P 点速度和加速度在曲线坐标系中的投影乂<和 (i 

由（1)， （16) 和 （17) 得 


1,2,3). 


V 


dr 




dr 




dr 


dr 


dt dqi qi + ^ + d ( l ^ 


v qi e l + V Q 2 e 2 + 〜 3 e 3, 


(18) 


其中％按公式 






Hiqi 




1，2,3) 


(19) 


计算，加速度投影等于标量积 ti ; • ei ， 根据 （2) 和 （17) 有 


^qi 


dv 

dt 




Hi 


dv 

dt 


dr 

dqi 


1 Td 
Wi di 


V 


dr 

dq , 


d - 


V 


dt 


dr 

dqi 



( 20 ) 


进一 ^ 步有 


d _ 

dt 


dr 

dqi 


) 


d 2 r 

dqidqi 


屯 + 


d 2 r . 
dqidq 2 q2 



d 2 r . 
dqidqi 


( 21 ) 


再由 （18) 可得 


dv c 

dqr dq 

因为 r 是关于 qi , q 2， Q 3 的二阶 
分 顺序， 于是由 （21) 和 （22) 得 


d 2 r 


d 2 r . 


_ _ d 2 r • 

dqi dqi + dq 2 dqi + dqidqi ^ 3 * 

阶连续可微函数，可以交 换对办 ( A ： 


( 22 ) 




1,2, 3) 和仿的微 


d _ 

dt 


dr 

dqi 


dv 

dqi 


(23) 


dr 

dqi 


dv 

dqi 


此外，由 （18) 还可以得到 


( 24 ) 


[9] 
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利用 （23) 和 （24)， 等式 （20) 可以写成® 


W 


Qi 


Hi 


d 

dt 


v 


dv 

dqi 


V 


dv 

dqi _ 


如果引入 7 1 = v 2 /2, 则的表达式最终可以写成: 


1 


d dT 


dT 


w 


Qi 


dt dqi dqi 


(i = l，2,3) 


(25) 


例 


求一点的速度和加速度的柱坐标和球坐标表达式.对柱坐标情况（图8)， 


设 gi 


r,q2 






z, 则 


x = rcosip^ y = rsimp^ z = z; H r = 1, = r, H z = 1; 


v r = r, — njp, v z = i; 

T = i(r 2 4 - r 2 (p 2 4 - i 2 )； 
w r = r — Tip 2 、 = r(f + 2r<^, w z = z. 

对球坐标情况（图 9)， 设扒= r , g 2 = ^3 =4,则 



(26) 

(27) 

(28) 


x = rsinO cos p， y = rsinO sin p， z = r cos 0; H r = 1/ — r sin 0， He = r; 

v r = r, = r sin Oip^ vq = r0\ (29) 

T = i (r 2 4- r 2 sin 2 Oip 2 4 - r 2 (9 2 ); (30) 

w r = r — r sin 2 6\p 2 — r6 2 , = r sin 0(/3 4- 2 sin 6r(p 4 - 2r cos 0(p0 y (31) 

we = r6 4 - 2r6 — r sin 0 cos 6 中 2 •③ 

©译 者注： 原文这个公式有误,译者做了更正. ’ 

◎译 者注： 原文这个公式有误,译者做了更正. 
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例 2设一点沿着半径为 a 的球面等速运动，运动起始位置在赤道上，速度 r 的方 
向与球的经线夹角 a 保持常数，求点的轨迹（斜驶线）方程，以及点到达球极点的时 
刻 T . 

一点在球面上的位置可以由坐标 ( 图 9) 确定.由公式 （29) 得 

秦 

= a sin 6( p ^ vq — a 6. 


不失一般性，假设点的运动起点在 Ox 轴上（即当 t = 0时 p = 0，0 = tt /2)， 在运动过 
程中角 (9 从 7 T / 2 减少到0,而0 > 0. 

因为速度 v 与经线 p = const 的夹角为 a ， 故 tana = — vq / v % 由此可得 


d0 

dip 


=— cot a sin 0. 


考虑到前面提到的初始条件，将该方程积分可得斜驶线方程如下 


tan^ = e _ cot ， 

2 

由于0 = 0时 p = oo , 斜驶线在极点附近形成螺旋的无限集合.但是斜驶线的总弧长 

% 

是有限的，我们可以求出这个弧长 


ds = ayj ( d 6) 2 + sin 2 9( d ( p ) 2 = 

因为斜驶线总弧长 Z 相应于 0 从 tt /2 变化到0, 
运动时间 t 等于— . 

2 v cos a 


adO \/ T + tan 



add 


cos a 

故卜二. 由于点的运动是等速的， 


§3. 质点系运动学一般基础 

10. 自由质点系与非自由质点系•约束 我们来研究质点系巧卜=1，2,…， A 0 
相对于固定笛卡儿直角坐标系的运动，系统的状态由系统内点的向径 TV 和速度〜 
确定.系统运动时其各点的位置和速度经常不能是任意的，对向径 7 V 和速度％的 
限制不因受力而改变，称为约束.如果系统不受约束，则系统称为自 由的. 当存在一 
个或多个约束时系统称为非自由的. 

例1质点可以沿着过坐标原点的给定平面运动.如果笛卡儿坐标系统的0之轴 
垂直于该平面，则 Z = 0是约束方程. 

例 2质点沿着以原点为中心半径为 R = f ( t ) 的球面 运动. 如果$，2/， z 是运动 
点的坐标，则约束方程为 x 2 -\- y 2 z 2 - f 2 ( t ) = 0. 

例 3 2 个质点 ft 和巧用长为 Z 的不可伸长的绳相连，约束用关系式 Z 2 - ( n - 

r 2 ) 2 ^0 给出. 

例4 质点在空间中运动并保持在第一象限内或边界上，约束用不等式 0^0, 

y ^0, z ^0 给出. 
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例 5( 冰刀的运动）设冰刀沿着水平冰面运动.冰 
刀以细杆为模型，在运动过程中杆上一个点 C (见图 10) 

的速度始终沿着杆.如果 Cb 轴竖直向上， x , y ， z 先 C 
的坐标，而是杆与 （9 a : 轴的夹角，则约束由2个方程 

z = 0, y = x tan 给出. 

一般情况下约束用关系式 f ( r uy v uy t ) 给出以如果 
这个关系式中只有等号成立，则约束称为双面的.在上 
面的例1、例2、例5中，约束是双面的.如果这个关系 
式中等号和严格不等号都可以实现,则称约束是单面的.在上面的例3、例4中约束 
是单面的.下面我们不再研究有单面约束的系统. 

如果约束方程可以写成不含点的速度分量的形式 /( r ,^)=0, 则称该约束为几 
何 (有限、 完整）约束. 上面的例1、例2是几何约束.•如果约束方程中包括速度 ％ 的 
分量，即 /( rv , %,() = 0,则约束称为微分（运动） 约束. 如果微分约束/(〜，〜()= 0 
可以写成质点坐标与时间的函数(就像几何约束情况)，则该微分约束称为 可积的 .不 
可积的微分约束也称为非 完整约束. 



注释 1 例 5 中的微分约束分= xtaiup 是不可积的，下面给出证明.假设不然， 
即 x y y ,( p 满足关系式 f ( x , y , ip , t ) = 0, ik . x , y , ip 相对应于冰刀的真实运动，求/对 


时间的全导数 


♦ 

/ 




df • df • df . df 

瓦三 0 ’ 


利用约束方程， / 可以写成 



由于是独立的，故 


X 

ox ay 


0 , 


d£ 

dip 


0 , 


df 




dt 


0 


再根据角度 p 的任意性，函数/对其所肴变量的偏导数都等于零，即/不依赖于 

x , y , 因此，假设约束々= xtan (/? 可积是不正 确的. 

这个例子中的约束不可积可以不通过上面的计算证明，而仅从简单的几何意义 

_ 

上推得.首先，由约束方程可知，在约束可积情况下，其等价的几何约束方程中不应 
该显含时间但应该显含角 a 即等价几何约束可以写成 f ( x y y y ip ) = 0,其中函数/ 
当 a ;, 2/取任意固定值时都不应该恒♦于零.其次，因为 C 点的速度沿着冰刀，冰刀运 
动时， C 点沿着中心位于冰刀垂线上的圆孤运动，这样才不会破坏约束 ☆ 

设冰刀初始位置为 x = xo，y = ya，(f = ( fQ ， 末位置为 x = xi，y = =外 ，如果约 

束可积并写成 f ( x ， y ，( p ) = 0, 由于约束在冰刀处于任意位置时都必须满足，故有 


①为了简便，我们用 f { r U } v u , t ) 表 7 K /( ri , • - - ， r / v ， vi , … ， vjv ， t ). 函数 / 一般有 6 iV + 1个自变 
: 3 N 个坐标 x Uj y Ui z Ui 速度的 3 N 个投影 和时间 t . 假设/是二阶连续可微的. 
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f { x 0 y yo y ( p 0 ) = 0和 =0. 在图 11 给 

出了冰刀从初始位置到末位置过程中点 C 的诸多可 
能轨迹之一.图中， OC 0 丄 4 0 石 0 ， OdW# ， OCi± 

Ai^i, 0 ，， 0±A ，， B' 0 ， C，= 0,0, O n C x = 0 ，， 0. 冰 
刀从初始位置到末位置的运动中，点 C (在图11中 
用表示其不同位置）先沿着以 O 为圆 
心的狐段 C 0 mC f 运动，然后 沿着以 O ' 为圆心的弧段 
CnO 运动，最后沿着以 O " 为圆心的弧段 OPCi 运 


动.如果固定 C 点的末位置 Xi , yi , 而末 角度灼 在某个区间内变化，则在该区间内 


有= 0. 但是，前面已措出，函数 f 当 x ， y 取任意固定值时都不应该恒 
等于零.这个矛盾表明约束是不可积的. 


如果质点系没有不可积的微分约東，则称为完整的.如果质点系的约束中有不 
可积的微分约束，则称该质点系为非完整的. 

今后在研究非完整质点系的运动时，我们假设相应的微分约束对于速度分量 
b ，、， 丸是线性的.系统的几何约束和微分约束都可以有多个，因此，今后我们将 

研究自由质点系或者有如下形式约束的非自由质点系 

♦ 


= 0 (a = 1，2，". ， r )， （1) 

N 

^ a/3iy •v jy -\-ai3 = 0 (0= 1,2, ••- ,s). (2) 

U=1 

向量 Cl 如和标 量祁是 r l 5 r 2 ,... y r Ny t 的给定函数.特殊情况下 r 和 S 可以等于零. 

如果在方程 （1) 中不显含（，则几何约束称为定常的.如果在方程 （2) 中函数 
a 和 不显含（，而函数％恒等于零，则微分约束称为定常的.如果系统是自由的或者 
只有定常约束，则称系统为定常的.如果系统的约束中至少有一个非定常的，则称系 
统为非定 常的. 

注释 2例1中的约束是完整定常的，例2中的约束是完整非定常的，例5中 
系统的约束是非完整定常的. 

11. 约束对质点系的位置、位移、速度和加速度的限制 非自由系统的质点不 

能在空间中任意运动，约束允许的坐标、速度和加速度应该满足由约束方程 （1) 和 
(2) 导出的某些关系式. 

设给定某个时刻 （ =,如果构成系统的各点的向径 rv = <满足几何约束（1)， 
则称在该给定时刻系统处于可能位置. 

约束也限制系统中点的速度.为了得到这些限制的解析形式，将 （1) 的两边对 
时间求导，求导时认为 TV 是时间的函数，于是得到由几何约束⑴导岀的如下微分 
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约束： n 

+ (« = 1,2,... , r ). (3) 

U=1 u 

当系统在给定时刻处于可能位置时，满足线性方程 （2) 和 （3) 的向量％ <集合 

称为该时刻 的可能 速度. 

为了得到约束限制系统各点加速度的解析表达式，将 （2) 和 （3) 对时间求导， 

得① 





= 0 


(a = 1，2,…， r )，（4) 


E ^-^ E 聲 v 〜+ Elf .〜+ Eg ^+ 昝=。（卜 a …，外 

l/=l Uyfl—l ^ U=1 U=1 

⑸ 

当系统在给定时刻处于可能位置、具有可能速度时，满足线性方程 （4) 和 （5) 的向量 
w u = wt 集合称为该时刻的 可能加速度. 

我们可以发现， 3 N - r - s 应该是正数，否则约束的限制过强，使得系统不可能 
运动或者不可能完全按照给定规律运动，因此，确定可能速度和可能加速度分量的 
线性方程数目小于这些分量数目.由此可知，在给定时刻存在无穷多个可能速度< 
和可能加速度 

设在给定时刻 t 系统处于向径 rv = <确定的某个位置,并具有可能速度 

v * 和可能加速度奶纟，在 （ =+ At 时刻系统相应的可能位置为< + Arv ， 则 
称为系统从时刻 t = r 的给定位置 < 在 A 纟 时间内 的可能位移. 对于充分小的 A 亡 
系统可能位移可以② 写成： 


△rv = v^At + ^ wl ( At ) 2 + … （1/ = 1，2,…， iV ). ⑹ 

这里没有写出高于 At 的二次方的项，因为可能速度和可能加速度有无穷多个，可能 
位置也有无穷多个. 

忽略⑹中高于〜的项，有 △〜 = vtAt 如果将可能速度满足的方程 （2) 和 
(3) 乘以△(，则得到可能位移满足的相对 At 线性的方程组： 

N 

- Arjy + = 0 (a = 1，2,… ， r )， ⑺ 


N 

^2 * △〜 + = 0 (0 = 1，2,…， s ). (8) 


① 在推导等式 ( 3 )-( 5 ) 假设函数 / a ， d > 和％的相应导数都存在且连续. 

② 仅需函数 r u { t ) 有三阶以上连续导数. 
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在⑻中的函数 a ^ ap 以及在⑺中的偏导数都是在 f = t \ r u = r ： 计算的. 

例 1点 P 沿着固定曲面运动（图12)，在这种情况下，曲面在点 P 的切平面内过 
点 P 的任意向量都是可能速度 如果忽略⑹中高于 △纟 的项，则有= v * At . 
切平面内从点 P 出发的任意向量都是可能位移，如果曲面方程为 /( r ) = 0,则所有 
可能位移垂直于曲面的法线，即 Ar • grad / = 0. 



图12 图13 


例 2点 P 沿着运动或者变形的曲面运动，曲面上所有点的速度均为 w ① 
(图 13). 在这种情况下，可能速度不再位于切平面内，可能位移还是有无穷多个.如 
果忽略 ( A ^) 2 和更高次的项，则所有可能位移都要在上一个例子的可能位移上附加 
AuAt . 在这种情况下关系式 Ar - grad / = 0 不再对任意 Ar 成立 • 

12. 真实位移与虚 位移. 等时变分 设在时刻 t = r 系统处于向径确定的 
某个位置，各点的速度取某个具体的可能值如果给定作用在系统上的力，则积 
分其系统运动微分方程可以得到 r 时刻之后 （ 时刻对应的向径 TV 如果用出表示 
时间增量 t - t ' 则向径增量写成‘ 

r u ( t * -\- dt ) - r u ( t *) = vl 0 dt + ^ w * 0 ( dt ) 2 + • • • ， ⑼ 

这里是 t 时刻的加速度,省略号表示高于出二次的项.公式⑼给出了 dt 
时间内系统的真实位移，真实位移是可能位移中的一个.如果忽略 ( dt ) 2 和更高次的 
项，真实位移是函数 rv ⑷的微分，即 rv ( t * + d () - r u ( t *) = & r u = v * 0 dt . 这时真实 

位移满足类似 （7) 和 （8) 的方 程组： 

^ - dr u + = 0 (« = I ， 2 ,…， r )’ （ 10 ) 

U =1 

N 

- dr u + apdt = 0 (0 = 1， 2, …， s ). (11) 

l/=l 

在方程⑶和 （2) 的两边乘以出就可以得到方程 （10) 和 （11) •在 （10) 和 （11) 中的 
dfoc / dr ^. dfa / dt . a ^, 都是在 t = t *, r u = r * 0 计算的.今后我们就将系统各点在 

①例如，曲面不变形并以速度 m 平动(参见第 22 小节). 
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出时间内的真实位移理解为无穷小位移 ，与出 呈线性关系，它们满足方程组 （10) 和 
( 11 ). 

除了真实位移以外，在理论力学中虚位移也有重要意义.设在时刻 t 系统 
处于向径 < 确定的某个位置,虚位移是指满足下面线性齐次方程组的 5 rv 集合： 


辕 士， 0 


(a = 1，2，-，- ， r )， 


( 12 ) 


N 




Sr u = 0 (/3 = 1,2,… ， s )， 


(13) 


这里 df a / dr u , a ^ 都是在亡 


t \ r v 


K 计算的 • 


下面详细介绍虚位移的概念.设知 v 的分量为 8 x u ,5 y u ,5 z v , 因为未知数 5 x 



= 1,2,-.., iV ) 的数目大于它们必须满足的方程组 (12), (13) 的个数,所以 
虚位移有无穷多个.由方程组 （10), (11) 和 (12), (13) 可知，对于定常系统真实位移 
是虚位移中的一个. 


设是无穷小量，由方程组⑺，⑻和 （12), (13) 可知，对于定常系 
统，与呈线性关系的可能位移的集合与虚位移集合完全相同，可以说，虚位移是 
在约束“冻结” (t = r = const ) 情况下的可能 位移. 


注释3 在第 11 小节的例 1 和例 2 中，虚位移集合是相同的，都是位于曲面过 
点 P 的切平面内，且经过点 P 的向量 5 r . 


无穷小增量称为 x u , y v , z u 的 变分. 在 f 固 定时, 从向 径弋确 
定的位置，变化到无限接近的由向径 < + 5 rv 确定的位置，称 为等时变分. 在等时变 
分中我们不考查系统的运动过程，而是比较系统在给定时刻约束允许的无限接近的 
位置（构形 )• 

现在我们研究2个在相同 At 内的可能位移.根据（6)， 



△2rv = vl 2 At + ^wl 2 (At) 2 + • • •. 

可能速度和可能加速度 (i = 1，2)满足方程 （2)-(5). 将 （ = r , rv = 
r *, ^ 代入方程 （3) 并在两边同时乘以△(，然后将 （ = t \ r u = r *, v u = v ^ 2 

代入方程 （3) 并在两边同时乘以 At , 将得到的2个方程相减，得 

^ * i v ti ~ ”: 2 ) 以 = 0 (a = 1,2, ••- ,r). (14) 

U=1 

类似地，由方程 （2) 可得 


N 

E 



(0= 1，2, •••，《)• 


(15) 
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利用相同的过程处理方程( 4 )和（ 5 )(只是要代人 (i = 1,2), 并乘以 
i ( At ) 2 )， 可以得到 


N 

E 


V— 


dU 

dr u 






m 


2 



N 


+E 




N 



E 


1/ 


V 


da(3 r + *、(△《) 


0 


(17) 


(a 




1,2,… ， r*; 


/? 




1,2,… ， s). 


将 2 组可能位移相减得 


(△亡 ) 


Ai ^ - A 2 rv = «! - v * 2 ) At -\- ( wt ± - + 


(18) 


如果= A - < 2 # 0,则 （18) 中的主要部分是的线性项，它等于 Sv u At y 并 
且根据 （14) 和 （15) 知，它满足方程组 （12) 和（13)，即 

8 r u = Sv u At ( z / = 1,2, ••- , N ) (19) 


是虚位移.在 # < 2 的假设下,等时变分 （19) 称为 若尔当 $ 分. 如果 A = < 2 , 
但 扣〜 = *11^ 一 <2 # 0,则（ 18 )中的主要部分等于■•当<1 = <2时， 
公式 （16) 和 （17) 除了第1项以外的所有求和项都等 于零. 根据 （16), (17) 和 (12), 
(13) 可知 ， （18) 中的主要部分为虚位移 

Sr u = hw u ( At ) 2 ( z / = l ，2, …， TV ). (20) 

Li 

在 <1 = <2, 但 <1 # <2 的假设下，这个等时变分称为高斯 变分. 
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13. 自由度虚位移5〜， 5 z u {v = 1，2,…， iV ) 满足 r + s 个方程（12)， (13). 
独立的虚位移数目称为系统的自由度，今后我们总是用 n 表示自由度.显然 ， n = 

3 N — r — s . 

例1 1 个质点在空间 中 运动有 3 个自由度. 

例2 2 个质点用杆连接在平面上运动有 3 个自由度. 

例3 冰刀（在第 10 小节中例 5) 有 2 个自由度. 

例4 沿着固定或运动曲面运动的质点有 2 个自由度. 

例5 2 个杆用柱铰链相连在平面内运动（剪刀）有 4 个自由度. 

14. 广义坐标我们研究有约束（1)， （2) 的非自由质点系.假设 S * 个关于 3 iV 个 
变量〜，如，〜卜=1，2, • • • ， iV ) 的函数 / a 是相互独立的（这里时间 f 看作参数)，反 
之，约束中一定有1个是与其它矛盾的或者可以从其它得到的. 

确定系统可能位置的参数的最小数目称为独立 广义坐 标数，因为函数 / a (a = 
1，2,…， r ) 是相互独立的，广义坐标数(用 m 表示）等于 3 N - r . 广义坐标可以从 
3 N 个笛卡儿坐标 x v , Vv , z v 中选取 m 个，使得方程 （1) 相对它们可以解出.然而一 
般 来说，这样选择广义坐标的方法在实践中很少使用.可以选取任意 m 个独立的可 
以确定系统位形的量奶,奶，…，如，它们可以是距离、角度、面积，也可以是没有直 
接几何意义的，只需要相互独立并且可以将笛卡儿坐标‘用叭 ，奶， …，如和 
t 表示出来： 


r v =TV ( 叭，仍， … , q m , t ) (!/ = 1 ， 2, … , N ). 

将这些函数代人方程 （1) 后，得到恒等式.矩阵 


dx 1 /dqi 

dxi / dq m 

dyi/dqx 

dyi / dq m 

dzi / dqi 

dzi / dq m 

dx N / dq 1 

dx N / dq m 

dyN/dqi 

dyN/dqm 

dz N /dqi 

dz N / dq m 


( 21 ) 


( 22 ) 


的秩等于 m . 由此可知，在 （21) 的 3 iV 个关于 qi , q 2 , …， q m 的函数为参数) 

中，有 m 个独立,用它们可以表示出系统的其它坐标. 

我们假设选择广义坐标 quq 2 , …， q m , 使得系统的任意可能位置都可以在奶， 
q 2 ，...， q m 取某些值时利用 （21) 得到. 如果不能得到所有可能位置，则局部地引入 

广义坐标，即对于不同的可能位置集引入不同的广义坐标. 

我们假设函数 （21) 对其所有自变量都是二阶连续可微的.此外，我们认为，如 
果系统是定常的，则通过选择广义坐标总是可以使时间 t 不显含在关系式 （21) 中. 
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在研究具体问题时，经常完全不需要建立约束方程（1)，根据问题的物理意义就 
能知道，确定系统可能位置所必须的广义坐标的数量.如果解题时需要关系式（1)， 
可以借助几何意义建立. 

15. 广义坐标空间 对于每个时刻系统的可能位置和 m 维空间 （奶， ， 
q m ) 之间 一一 对应，空间（仍，奶，…， 9m ) 称为坐标空间（或构形空 间). 系统的每个可 
能位置对应于坐标空间中的某个点，该点称为映射点.系统的运动对应于映射点在 
坐标空间中的运动. 

坐标空间中点的距离自然地用系统相应的位置之间的距离定义，这样，在系统 
位置和坐标空间的点之间存在着连续的一^一'对应关系. 

例1 (质点^平面上运动）坐标空间就是这个平面. 

例 2 ( AT 个自由质点在空间中运动）坐标空间是 3 iV 维欧几里得空间. 

例3 (单摆）将单摆看作一端固定不动的刚性杆，单摆的位置用广义坐标角 w 
确定（图14)，将单摆的每个位置对应于坐标为 p 的数轴上的点.由于数轴上不同的 
点和 (/? + 2 k 7 r(k = 士1，士2, • • •) 对应着单摆的同 一 个位置，因此单摆位置和数轴上 
点不是--一对应.从数轴上划分出的一个半开区间< 2 tt 可以实现与单摆位置 

的- 对应.但这样破坏了连续性，因为单摆的2个邻近位置0和 p = 2 fc 7 r-s 

不是半开区间的邻近点.为了保证连续性，需要认为#= 0和 p = 2 A ：7 r 是同一个点. 
直观地可以这 样做： “粘接上> = 0 点和 <p = 2 kn 点， 得到的几何形状——圆就是 
单摆的坐标空间. 



图14 图15 


例4 (双摆）由2个刚性杆用柱铰链连接，一个自由端悬挂于固定点 A (图15)， 
另一个杆可以在一个平面内自由运动.广义坐标可以取2个杆与竖直方向的夹角 (p 
和0，双摆的每个位置对应于2个不超过 27 T 的数和也因此如果我们取(/?，嗲平 
面上的边长为 2 tt 的正方形，并认为对边是同一条线段，则得到双摆的坐标空间.直 
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观地可以这 样做： “粘接上”正方形的对边，第一次粘接得到圆柱，此后第二次粘接得 
到几何形状是圆环. 

例 5 (用杆连接的2个质点在平面上运动（图 16)) 广义坐标可以取一个点的 
笛卡儿坐标 a ;，? /和杆与 Oa : 轴的夹角坐标空间是空间中的一层，用平面 
(f = 0和 (/? = 2 fc 7 r 分割开来，并认为这2个平面是同一个.这里与例3和例4不同 
的是，无法直观地“粘接上”平面 p = 0和 p = 2 / C 7 T . 




S 16 


16. 广义速度与广义加速度 在系统运动时广义坐标随时间变化.七和屯 （j = 
1，2，... ， m ) 称 为广义速度和广义加速度. 微分复合函数 （21) 可以求出系统各点速度 
和加速度的笛卡儿坐标形式： 





dr u 

dt 


(i/ = 1,2,… ， N), 


(23) 






d 2 r u 


这里给出后面会用到的两个等式: 





1 ， 2,…, AT). 


(24) 


dr u 

dqk 


— 

~ dqk 



(A; = 1,2,… ， m )， 


(25) 


第 1 个等式直接从 （ 23) 就可以得到.利用 （ 23) 以及函数 rv 对其自变量微分的 
顺序可交换，第2个等式很容易通过微分推导出.因为假设函数 rv 是二阶连续可微 
的，微分可交换性成立，于是得 


d / dr v \ ^ d 2 r v • d 2 r v 一 d 2 r u • d 2 r u — dr^ 

dt \dqk ) ~ dq k dqj Qj + dq k dt ^ dqjdq k Qj dtdq k dq k 



•24 • 


第一章质点和质点系的运动学 


[ 17 ] 


我们下面将非完整约束方程 （2) 写成广义坐标形式.将 （21) 和 （23) 代入 （2) 得： 

m 

办(奶，仍 ，… + b ( qi ， Q 2,." , qm , t ) = 0 (/?= 1，2,…， s )， (26) 

i=i 


其中 b 卟 bfS 由下面等式确定 


N 


b(3j 


dr u 


^2 (0 = 工, 2 , …， s ; 


j = 1，2,… ， m )， 


^ Q Vu 

b(3 = 2_^ ~q^~ * + a /3 (/5 = 1 , 2 , ••- , s). 

U=1 

这里的向量 a 和 和标量即中的 ri , r 2 , ** 利用 （21) 做了代换. 

对于完整系统，广义速度屯相互独立并且可以任意取值.对于非完整系统，广 
义坐标如同完整系统一样可以任意取值，但广义速度不是独立的，它们受 s 个关系 
式 （26) 限制. 、 

为了用咏表示系统各点的虚位移 5 rv ， 根据12,必须扔掉 （23) 中的 dr u / dt 并 
用化 j 代替七、用 <5 rv 代替匕，于是得① 


m 


Sr u 


dr u 






1，2,… , N ). 


(27) 


对于完整系统可以任意取值.对于非完整系统,它们受到从关系式 （26) 导出的 

限制.扔掉 （26) 中的~并用5%代替屯 可得： 

$ 

m 

y^bpjSqj = 0 (/?= 1,2, •• - , s ). (28) 

j=i 

由此可知，完整系统的自由度与广义坐标数相等，非完整系统的自由度小于广义坐 
标数 m ， 在数量上少了不可积微分约束的个数 


17. 伪坐标在某些动力学问题中，特别是在研究非完整系统的运动时,为了方 
便，需要引入称为 伪坐标 的更一般形式的坐标.设 n 为系统的自由度，我们来研究广 
义速度的 n 个相互独立的线性 组合： 

771 

= Ci ^3 G = 1 ， 2 ，...， n ). ( 29 ) 

j=l 

系数句 是奶 ，私…，如^ 的函数 ，元 是广义速度的某些线性组合，有完全确定的含 
义，但是符号&可能没有意义，即等式 （29) 的右端可能不是某个关于广义坐标和时 

① 一般地，对任意函数<^1，似，…, qm , t ) 有知= E 乾咏. 

② 当然，假设约束 （26) 是相互独立的. 
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间的函数的全导数.对元也这样理解，即等式 （29) 的右端对时间的导数.我们称& 
为伪坐标， 而 元和禾 称 为伪速度和伪加速度 . 7 Ti 中的一部分可以是广义坐标仿，相 

应的 元和元 就是广义速度和广义加速度. 

我们选择系数 Qj ， 使得从 m = n + 5 个方程（26)， （29) 中解 qt{i = 1，2, …， m ) 

时，系数行列式不等于零，求解后得 


71 


Qj 


> : ^ijTTi + gj 


(j = 1 ， 2,… ，爪 ) • 


(30) 


% 


伪速度元可以取任意值,如$它们是给定的，则广义速度可以用 （30) 求出.在 （30) 

中的知，仍是 quq2 , … , qm , t 的 函数. 

根据（29)，引入 

m 


STTi 


c ij ^Qj 





1，2,…， n ). 


(31) 


3 


事实上公式 （31) 是的定义，就是说&这个量等于 （31) 的右端，其中岣是广 
义坐标的变分. 。 


从 （28) 和 （31) 求得用 S 7 Ti(i = 1，2,… •， n ) 表 7 K 的5乐: 


n 


Sqj 


〉: dijSlTi (J = 1 ， 2, • • • ， 771 )， 


(32) 


2=1 


这里可以任意取值. 

下面求出今后要用的用表示的系统各点的虚位移 5 rv 将 （32) 代入（27)， 
得 

71 

Svj , = ^2 (^ = 1 5 2, ••- , N ), (33) 

i=l 

其中引入了记号 


m 


^vi 



w 

3 


dr v 

dqj 


di 


(1/ = 1，2,…， iV ; i = 1，2,…， n ) 




我们可以将这个表达式写成另外的形式.将等式 （30) 对时间求导，再将得到的办代 

入公式（24)，得 


n 


W 


v 



〜 （ 1/ = 1 ， 2,… ， iV )， 


2=1 


其中心不依赖于禾.由此得 

dw v 


^ui 


diti 


(1/ = 1 ， 2,… ， AT; i = 1 ， 2,… ， n) 


将 （34) 代入（33)，得到的表达式如下 


n 


8 r v 



t=l 


dw v 

diTi 


STTi (u = 1 ， 2,… ,N). 


(34) 


(35) 
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§4. 刚体运动学 

18. 刚体运动学的任务 • 简单位移的定义绝对刚 体是指质点之间的距离保持 
不变的质点系.自然界和技术中的很多对象在理论力学中都可以用离散质点系和绝 
对刚体作为其力学模型，由此可见研究绝对刚体运动的重要性.今后为了简便,我们 
将绝对刚体简称为刚体. 

如果在笛卡 JL 直角坐标系中刚体上的点八的向径为 r fc , 则按照定义，对任意的 
ij , | r , = ^在整个运动过程中保持常数.如果除了 2点之间距离不变这个约 
束以外，刚体没有任何其它约束，则称之 为自由 刚体.换句话说，自由刚体是指其运 
动不受任何限制.自由刚体是定常完整系统. 

自由刚体（其上有 3 个点 PuP 2 . Ps 不共线）有 6 个自 由度. 完整系统的自由度 
与广义坐标数相等，故广义坐标数等于 6. 事实上，为了确定一个点的位置，比如巧, 
需要给出 3 个 坐标; 如果给出了这 3 个坐标，则确定 P 2 的位置只需 2 个参数，因为 
它只能在以巧为圆心以 r 12 为半径的圆周上 运动； 当巧和 P 2 的位置固定后，点 
Ps 只有1个自由度，因为它只能在半径等于 P 3 到 PiP 2 的距离的圆周上运动，且该 
圆周位于垂直于 PiP 2 的平面内.因此,无论组成刚体的质点数 iV 有多大，刚体的自 
由度都等于 6. 

由前面的讨论可知，有 1 个点固定的刚体有 3 个自 由度; 有 2 个点固定的刚体 
有 1 个自由度.如果自由刚体是细杆（或者用细杆连接的 2 个质点)，则有 5 个自由 
度. 

刚体运动学的任务是研究描述运动的方法，以及如何根据为数不多的整个刚体 
的一般特性来确定刚体上每个点的运动. 

现在给出下面将用到的刚体最简单的位移.我们来研究刚体的2个位置，一个 
叫初 位置， 一 个叫末 位置. 当刚体从初位置变化到末位置时，刚体完成了某个位移. 
我们考察这些位移时，完全不考虑刚体从初位置变化到末位置的中间位置，也不考 
虑完成这个位移的时间.这样，我们所研究的位移完全由初位置和末位置确定,如果 
初位置和末位置重合，则没有任何位移. 

平动位 移是指刚体上所有点的位移在几何上相等的刚体位移. 转 动是指刚体从 
初位置绕某个固定直线旋转得到末位置的刚体位移，该固定直线 称为转动轴. 

螺旋位 移由平动位移和转动组成，并且平动位移沿着转动轴. 

19. 刚体运动的向 置- 矩阵 描述. 欧拉角设 O a XYZ 是固定坐标系（图 17); 
o 是刚体上任意的固定点，今后将 o 称为 基点； oxrz 是平动坐标系，从固定坐标 
系通过平动位移 获得； Oxyz 是固连坐标系，它与刚体固结在一起.我们将研究它的 
运动，刚体在图 17 上没有画出来.设 P 为刚体上某个点，向量 办，丑 由其在坐标系 
OXYZ 中的分量给出，而向量 p = 由其在坐标系 Oxyz 中的分量给出，显然， p 
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是常向量.向量由其在坐标系 0 X 1^ 中的分量给出，用 r 表示.于是有关系式 

r = Ap, (1) 

其中4是从坐标系 Oxyz 到坐标系 OiyZ 的转换矩阵.刚体上点 P 在固定坐标 
系中的位置由下面等式给出 


R = Ro + Ap. 


⑵ 



a 17 


a is 


一般情况下，在刚体运动中基点 o 的位置是变化的，刚体的方位在空间中也是 
变化的，因此,在 (2) 中的 ilo 和4是时间的 函数； 假设它们是二阶连续可微的. 

矩阵4给出了一个正交坐标系到另一个正交坐标系的变换，因此是正交矩阵， 
即 A - 1 = 由此可知,矩阵的元素满足6个关 系式： 每一行（列）元素的平方和等 
于1，而任意2列（行）相应元素相乘再求和等于零,因此矩阵4的9个元素中只有 
3个独立，可以用3个独立参数给出矩阵 A 这些参数有很多种不同的具体选择，我 
们介绍其中最常见的借助欧拉角描述刚体方位的方法，并求出相应的矩阵 A 

欧拉角定义如下（图 18): 平面0叩与平面 Oir 相交于直线 ON , 我们称之为 
节线，节线与 OX 轴的夹角4称为进动角， Oz 轴与 OZ 轴的夹角0称为章动角， Ox 
轴与节线的夹角 W 称为自转角. 

3个角也是相互独立的，可以任意取值.如果给定3个角度的值叭0，，则 
唯一地确定了刚体在空间中的方位，通常假设 0^ < 2 tt , 0命 < 2 tt . 

从坐标系 OirZ 到坐标系 Oxyz 的转换可以通过下面3个按顺序的转动 实现: 
绕 OZ 轴旋转0角，绕 OiV 旋转0角，绕 Oz 轴旋转 W 角.如果从转动轴的顶端看， 
所有的旋转都按逆时针方向. 
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第1次转动将坐标系转到中间坐标系 OAm 相应的变换矩阵为 


X 




COS 4 

— sin 0 

0 

Y 

= Ai 


， ^1 = 

sin 0 

cosip 

0 

Z 


Z 


0 

0 

1 


第2次转动将坐标系转到中间坐标系 OJ ^ y 2 z， 相应的变换迨阵为 a 2: 

♦ 




X ! 


1 

0 

0 


= A2 

r 2 

， a 2 = 

0 

cos 6 

— sin 6 

z 


z 


0 

sin 6 

cos 6 


最后，第3次转动将坐标系 OX ^ z 转到中间坐标系 Oxyz , 相应的变换矩阵为4 3 : 




X 


coscp 

— sin(p 

0 

y 2 

=^3 

y 

， a 3 = 

simp 

COS(p 

0 

Z 


Z 


0 

0 

1 


从坐标系到坐标系 Oxyz 的转换矩阵4等于矩阵相乘 AiAsAa , 它的 
元素用欧拉角表示成下面 形式： 

、 an = cos ip cos p — sin 0 simp cos 0， 

% 

ai2 = — cosip simp — simp cos pcos 0 ， 
ai3 = sin 0 sin 0 , a2i = sin 畛 cos p + cos 功 sin p cos 0 ， ( 3 ) 

a22 = 一 sin 0 sin p + cos ^ cos(p cos 0 ， a23 = — cos ^ sin 0 ， 

031 = sin sin 0, 032 = cos ip sin 0, 032 = cosO. 

我们发现，当 0 = 0 或 0 = TT 时，节线 OAT 与角 w 和 4 无法确定，只能得到它们的和 
if + 水 当刚体的 Oz 轴接近轴时，欧拉角的这个特点对研究运动很不方便.选 
择其它确定刚体在空间中方位的角度，或者将欧拉角0的定义改变为从 OX 或 or 
轴到 Oz 轴的角度，可以避免这个困难. 

评注2 我们已经看到，坐标系变换到坐标系 Oxyz 的有限转动，由矩 
阵 A 给出，该矩阵等于 3 个相应于 3 个顺序转动的矩阵相乘.因为矩阵乘法不具有 
可交换性，所以刚体的有限转动也不具可交换性.这就是说，一般情况下，2个转动 
得到的刚体方位依赖于转动顺序. 

^ 练习题 1给出刚体转动不可交换的具体例子. 
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20. 刚体定点运动与正交变换 如果在刚体运动过程中有二个点 O 始终保持 
不动,则称刚体绕点 o 运动或者 作定点 运动. 

当刚体绕 O 作定点运动时，公式 （2) 中的 iio 是常向量.设^ = 0树刚体固连 
坐标系 Oxyz 与固定坐标系重合.矩阵4等于单位矩阵 （4 = 五)， 根据⑴ 
和 （2) 有 ， H = r = p ， 并且这些向量都是用它们在同一个坐标系中的分量给出的， 
即，或者在 Oxyz 或者在 OXYZ 这没有任何区别，因为 f = 0时它们重合.我们 
认为向量在坐标系 oxrz 中给出. 

当刚体开始运动后,它将携带着向量 p 绕 O 点转动，经过某个时间 f 后，向量 
p 变化为向量 r = A ( t ) p . 这个公式定义了一个空间变换，在该空间中给定了坐标 
系 Oin 矩阵4是正交的，即 AA f = E , 由此根据方阵求行列式的法则可知， 
( detA ) 2 = 1. 因此， detA 可以等于 +1 或者 -1, 但是因为初始时刻 detA 等于 1 ， 根 
据对 f 的连续性，在任何时刻 f 它都不可能变为 -1. 

这样，刚体的定点运动给出了正交变换. 

21. 刚体有限位移的基本定理 

定理（欧拉定理） 刚体定点运动的任意位移都可以通过绕过该定点的某个轴的 
一 次转动实现. 

证明 我们发现，欧拉定理等价于矩阵 A 有等于1的特征值，相应的特征向量 
r 就给出了转动轴. 

事实上，因为 r = 4 r ， 故这个轴在刚体运动过程中保持不动. 

设 /( A ) = det ( A - A . E ?) 是矩阵4的特征多项式.为了证明/( I ) = 0,我们看下 

面的连等式： 


/( I ) = det(A — E) = det ( A / — E r ) = det ( A _1 — E) 

. = det(^4_(>A 1 — Ey^ — det(JEJ — ^4.) = det( _ (^4. — 五 )） 

=(― l ) 3 det(A — E) = — /( I ). 

由此可知/( I ) = 0,定理得证. □ 

现在我们求定理中提到的转动的转角.为此将坐标系变换到 OXYZ, 
其中 O 乏轴沿着转动轴，在这个坐标系中矩阵 A 可以用转角 a 给出： 



cos a 

— sin a 

0 

A = 

sin a 

cos a 

0 


0 

0 

1 


注意到4和 A 是相似矩阵，利用相似矩阵的迹相等，可得出确定角 a 的 等式: 


1 + 2 COS Ot = till + 022+ a 33* 
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定理（夏莱定理） 刚体最一般的位移可以分解为随任选基点的平动位移和绕通 
过基点的某个轴的转动.选择刚体上不同的点为基点，这种分解不是唯 一的； 选择不 
同的基点时平动位移的长度和方向将改变，而转动轴的方向和转角不依赖于基点的 

选择. 



证明 有一个简单的几何解释.在图19中是 
固定坐标系，坐标系 0 X 1^ 和 OiXiFiZi (没在图19中画 
出）分别以 O 和 Oi 为基点，由 O a Xl ^ 的相应于向量 ilo 
和的平动位移得到.假设向量 ilo 和由它们在坐 
标系 o a xrz 中的分量给出，则刚体上任意点 p 在固定坐 
标系中的位置由向量 H 确定.在图19中画出的向量 P ， 户1， 
OOl 由它们在固连于刚体的坐标系 Oxyz 中的分量给出，于 

是有 


R = Ro + Ap = Ro -h A(OOi -h pi ) 

=Ro + AOOi + Api = Rq 1 + Api ， 


由此可知夏莱定理的正确性.事实上，刚体的位移可以看作是由基点位移确定的平 
动位移，再加上矩阵 A 给出的转动.并且从前面叙述可知，矩阵4不依赖于基点的 
选择，而由欧拉定理的证明又知，转轴和转角仅由矩阵4的元素决定.平动位移依 
赖于基点，由前面的关系式可知，对于不同基点 O 和 O l 5 相应于向量 il 0 和的 
平动位移之间满足关系式 H 0l = R 0 + AOOi . □ 

练习题 2试证明刚体的最终位移不依赖于平动位移和转动的顺序 • 


定理（莫茨定理） 刚体最一般的位移是螺旋位移. 


证明 我们将刚体的位移分解为随某基点的平动位移和绕基点的转动.根据夏莱 



定理，转动轴的方向和转角不依赖于基点选择. 
为了方便起见，假设固定坐标系的 O a Z 轴沿着 
转动轴，并且在初始位置固定坐标系与 
刚体固连坐标系 Oxyz 重合.如果 a 为转角，则 
确定刚体相对固定坐标系方位的矩阵4在末位 
置有 



cos a 

— sin a 

_ 

0 

A = 

sin a 

cos a 

0 


0 

0 

1 


如果在刚体上存在某直线，在刚体完成从初 
位置到末位置的位移后,该直线上的点的位移沿 
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着该直线，那么莫茨定理就得证了.事实上，选这个直线上的点为基点，刚体的位移 
是螺旋位移，即说明莫茨定理是正确的. 

我们将向量 iio 写成2个向量的和 Ro = R y 0 + Rb ， 在固定坐标系中为 


1 

Xo 


0 


X 。 

Ro = 

Yo 

Zo 

5 = 

0 

Zo 

，丑古 = 

Vo 

0 

• 


设 P 为刚体上相对基点向径为 p 的点.在刚体初位置 P =丑*，在刚体末位置 

向量 P 在固定坐标系中变为 Ro + AR „ 我们研究过 il * 端点并平行于 OZ 轴的直 

线，如果刚体运动时这个直线上点的位移沿着该直线，则 Ro + AR ,= 艮+%.由 

此可知 {A - E ) R , = - R ^. 如果为向量在固定坐标系 O a Xl " Z 中 

的分量，则由上面等式可以得到应满足的2个标量 方程： 

» 

(cos a — l ) X ^ — sin ay * = Xo , 

p 

sinaX * + (cos a — l ) y * = Yo - 

因为第 3 个标量方程是恒等式，么可以是任意的. 

这个线性方程组的行列式等于4 sin 2 ( a /2). 如果 a _ 0,2 tt , 即位移不是平动时， 
则该行列式不等于零，于是我们得到了刚体上的直线 x = y = n, 它平行于转 
轴,在刚体有位移时它的点位移沿着该直线. 口 

推论 1 (伯努利-夏莱定理） 平面图形在自身平面内的最一般的位移，要么是 
平动，要么是绕某点的转动.这个点称为有限转动中心. 

例1设正方体运动使其顶点 A , B , C 变化到顶点(图21)，请指出 

何种简单运动可以实现这个变化.因为立方体中心0在 

运动前后保持不变，故可以使用欧拉定理.建立坐标系 

OXYZ , 其坐标轴分别垂直于正方体的面.运动后 OX 、 

OF 和 OZ 变为相应的 Cb , Oy 和 Oz (图 21). 不难发 

现，确定立方体转动的矩阵 A 有如下形式 

0 0 1 

A = 100. 

0 1 0 

对于确定矩阵 A 相应于特征值等于1的特征向量 
r ， 有 〆 =(1，1，1)，转角由方程2 cos 少+ 1=0确定 • 

于是，立方体的给定位移可以通过绕直径 DF 转动 
120°实现. 
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22. 刚体平动的速度与加速度 到现在为止,我们研究刚体的位移都是只对其 
初位置和末位置感兴趣，没有关注位移发生的快慢.现在我们求刚体上点的速度和 
加速度. 

如果在某时间段内任意2个时刻对应位置之间的位移是平动位移，则刚体在该 
时间段内的运动称为平动.刚体平动的例子有多层楼房的载客电梯的运动，书桌抽 
屉开关时的运动，公园里的“观光轮”的座舱的运动.前2个例子中平动是直线平动 
(所有点都作直线运动)，第3个例子的平动是曲线平动（刚体的点沿着曲线——圆运 
动) • 

因为平动时刚体上任意2个点巧和 P 2 在时间 At 内有几何相等的位移 AR X 
和 Ail 2 , 故平动时所有点有相同的速度和加速度，这些对刚体上所有点都相等的速 
度和加速度称为刚体 的平动速度和平动加速度. 后面我们将看到，刚体的速度和加 
速度的概念只有在刚体平动时才有意义，因为刚体运动不是平动时，不同点的速度 
和加速度都不同. 

23. 刚体的瞬时运动状态 如果在给定时刻刚体上所有点的速度都等于 r ，则 
称刚体以速度 r 作瞬时平动. 特别地，如果 v = 0 , 则刚 体瞬时静止. 

评注 3 这里是指刚体各点在给定时刻的速度分布.特别需要指出，刚体各点的 
加速度不一定相等. 

如果在给定时刻刚体上某直线上各点的速度等于零，则称刚体绕该直线 作瞬时转动, 
这条直线称 为瞬时转动轴. 

评注 4 这里是指刚体上某直线上各点在给定时刻的速度分布，特别需要指出， 
瞬时转动轴在不同时刻在运动刚体和固定空间中占据不同位置. 

如果在给定时刻刚体参与2个瞬时 运动： 沿着某个轴的平动和绕该轴的转动，则称 

% 

刚体作瞬 时螺旋 运动. 以后（在第28小节中）将证明，自由刚体最一般的运动是螺旋 
运动. 

24. 作一般运动刚体上点的速度与加 速度设 O a XYZ 是固定坐标系（图17)， 
0 是刚体上任选的基点， Oxyz 是固连坐标系，它与刚体固结在一起, oxyz 从固定 
坐标系 OaXYZ 通过 Jlo 确定的平动位移获得.设 P 为刚体上某个点，向量 p 和 
r = OP 分别由其在坐标系和 0 X 1^ 中的分量给出. 

定理 存在唯一的称为刚体角速度的向量 u ;, 使刚体上 P 点的速度可以写成 

v = v 0 + a ; x r , (4) 

其中是基点的速度， 向量 w 不依赖于基点的选择. 

证明 将等式⑵的两边微分，考虑到 p 是常向量，再利用（1)，得 

• • 離 1 / \ 

v = Rq + Ap = vo + AA ~ r . (5) 


我们下面证明矩阵 AA - 1 是反对称的.事实上，将 AA = E 对时间求导得丄 4' + 
AA 1 — 0,由此得 AA~ X — — AA \ 对该等式两边做转置运算得 { AA~ x ) r = — AA r = 
- AA -\ 现在给出反对称矩阵 AA - 1 的元素 

0 —UJz 

• 1 

= I 0 _ujx I • 

—ujy ⑴ x 0 

如果用固定坐标系 O a XYZ 中的分量构成向量 a / = ( CJX ,,釋矩阵 AA - 1 乘 
以向量 r 的结果可以写成向量积 a ; xr 的形式，于是由 （5) 可推出 （4). 这样也顺便 
证明了下面等式（称为欧拉公式 )， 




x r . 


⑹ 


我们引入 



时利用了固定空间中确定坐标系的具体坐标基由⑷可知在 


这个坐标系中有 



l /2 rotv . 在给定基点0时 


不依赖于坐标基得出（见第6小节中的评注 1). 



a ; 的唯一性由旋度的不变性和 t ; 
不依赖于基点选择可以这样 证明: 



的分量完全由矩阵4的元素及其对时间的导数决定，而矩阵 A 不依赖于基点的 


选择（见第21小节).定理得证. 

由公式 （4) 可以得到几个推论. 


I 口 


推论 



在每个瞬时，刚体上2个点的速度在其连 



线上的投影相等（在图22中 ， vicosai 
等式的力学含义非常 简单： 由于 AP 2 




V2 COS a2 • 


const ， 



这个 

巧既 



% 




不能赶上 P 2 , 也不能被拉开距离 .). 证明 如下： 根据（4)， 



V 2 


vi cosai 


~ K ?2 . 由此得 





v 2 ' P1P2 , 或者 


A 


图 22 


V 2 COS Q；2 • 


推论 2刚体上不共线的3个点鈞速度完全决定刚体上任意点的速度（利用上 
个推论，可以得到非常简单的几何证明). 

推论 3如果刚体上不共线的3个点的速度在某时刻相等，则刚体作瞬时平动. 

推论 4如果在给定瞬时刚体上2个点的速度等于零，则刚体或者瞬时静止或 
者绕过这2个点的轴作瞬时转动. 

推论 5如果在给定瞬时刚体上某个点的速度等于零，则刚体或者瞬时静止或 
者绕过这个点的轴作癖时转动. 

推论 6刚体瞬时运动在最一般情况下可以分解为2个运动：以基点速度的平 
动和绕过基点妁轴的转动. 


为了求 P 点的加速度 



，将 （4) 两边对时间求导，得 


iy = -yO+tt ； Xr-hCJ><r. 
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向量 S 6称为角加速度.利用⑹，上面公式可以写成 

w = wo + e x r + a ? x ( a ? x r ). (7) 

向量 t«bp = e xr 称 为转动加速度 ，而 ty QC = up x (cv xr ) 称为 向心加速度. 可见，刚 

体上任意点的加速度等于基点加速度、转动加速度和向心加速度之和.公式 （7) 称 

为里瓦斯公式. 

25. 刚体定轴转动 设刚体上有2个不动点 O 和 Oi ，过 O 和 Oi 的直线是转 
动轴，固定坐标系的 OZ 轴和固连于刚体的坐标系的 Oz 轴都沿着转动轴.刚体相 
对固定坐标系的方位由 OX 轴和 Oz 轴之间的夹角确定（图23)，刚体上不在 
转动轴上的点沿着以转动轴为圆心的圆周运动，该圆周位于垂直转动轴的平面内.设 
刚体上 P 点在固连坐标系中的向径为 P ， 于是有 

cos(p — simp 0 

r = Ap ， A = sin p cos^p 0 • 

0 0 1 

‘接 计算可以验证 

0 -(f 0 0 0 

AA~ X = ip 0 0, a; = 0 , e=0. 

0 0 0 ip (p 

可见，角速度沿着转动轴方向，并且如果从向量 a ; 的顶端看，则转动是逆时针方向. 
角加速度 e 也是沿着转动轴太向，并且如果> 0,则与角速度 a ; 同向（这种情况 

在图24中画 出）； 如果# < 0,则与角速度 a ; 反向. 

^ 1 



图 23 


图 24 
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为了计算 P 点的速度和加速度，首先要选坐标原点0为基点，那么％ = 0,根 
据公式⑷有 v = uxr . 向量在垂直于转动轴的平面内，其大小为 V = ud — \( p \ d , 
其中 d 是圆的半径， P 点沿着这个圆运动. 

考虑到 two = 0,根据公式⑺得 ti ; = exr + a ; x ( a ; xr ). 转动加速度= exr 

沿着 P 点轨迹〔半径为 d 的圆）的切向，其大小等于 w bp = ed = (图 24) .向心 
加速度= a ; x t ; 位于从 P 点指向转动轴的垂线上，方向指向转动轴，其大小等 

于 w oc = uj 2 d . 

可以发现，刚体定轴转动时， P 点的转动加速度是切向加速度（见第6小节)，而 
向心加速度是法向加速度 . P 点加速度的大小为 w = dVe 2 + a ; 4 ，向心加速度与加速 
度之间的夹角/?可以用公式 tan /3 = s/cj 2 计算. 

26. 刚体定点运动 设刚体有一个不动点0，那么= 0, w 0 = 0,速度和 
加速度公式与第25小节中定轴转动的一样. 

刚体在给定时刻的速度就如同刚体以角速度 o ; 绕某个固定轴转动，这个轴在该 
时刻沿着向量 o ;. 该轴称为 瞬时转动轴， 向量 o ; 称为 瞬时角速度. 瞬时转动轴上所 
有点的速度都等于零，瞬时转动轴在刚体内和固定空间中都是变化的.由此可见，刚 
体定点运动（以及更一般情况下自由刚体的运动）时， o ; 不是某个角度 p 对时间的导 
数，因为不存在这样的方向，绕着它转动^ 

在运动过程中瞬时转动轴在刚体内画出圆锥曲面——本体 
极锥， 而在固定空间中画 出空间极锥. 这些圆锥曲面的顶点都是 
0,并沿着与瞬时转动轴重合的母线相切.可以说，刚体运动时 
本体极锥在空间极锥上无滑动地滚动 . o ; 的向量端图位于空间 
极 锥上.因为 e = 屯 角加速度 e 沿着 u ; 的向量端图的切线，不 
一定沿着瞬时转动轴（图 2 5).令 a ; = o ; e ， 其中 e 是沿着 o ; 的 
单位向量,那么 e = £i + £ 2 , 其中向量 Si = — 沿着瞬时转动 
轴，向量 e 2 = W 垂直瞬时转动轴.向量 Q 刻画 a ; 大小的变化， 

而向量 e 2 刻画 a ; 方向的变化.如果瞬时转动轴以角速度 n 绕 
0转动，则有 £2 = 0 X 0；. 

根据公式（7)，刚体上任意点 P 的加速度 ti ; 等于转动加速 
度和向心加速度之和，转动加速度写成 

Wb p = € x r = €1 x r €2 xr , (8) 

下面计算向心加速度.设 g 是瞬时转动轴与从 P 向转动轴作垂 
线的交点（图 26), 向量用 Z 表示,那么有 

Woc = a ; x ( a ; x r ) = u 2 e x (e x r ) 

= u 2 [ e(e • r ) — r ] = uj 2 (OQ — r )= u 2 l . 




O 

图 25 
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可见， ti ;。。 等于刚体以角速度 o ; 作定轴转动时 P 点的法向加速度. 

与定轴转动情况不同的是，定点运动时 Wbp 和不一定是 P 点的切向和法 
向加速度. 


练习题 3试 证明： 刚体定轴转动时，刚体上某点加速度的转动分量与切向分量 
相同，向心分量与法向相同当且仅当该点位于 a ; 和 e 所在平面内. 

例 1半径为 3 a 的圆盘在水平面上无滑动地滚动时，保持自身平面竖直，以常 
角速度 A 画出一个半径为 4 a 的圆，求圆盘最高点 P 的速度和加速度. 

我们想像圆盘是一个绕固 定点 A 转动的圆 
/ \ 锥（在图 2 7中只画出了该圆锥的 APB 截面， 

盘中心的速度垂直纸面指向读者). 

由于圆盘与地面接触点 B 妁速度等于零， 

卜: 盘的角速度 a ; 沿着災召从災 指向尽 角速度的 

… w 大小可以用下面等式求出 


P 



A 


O 




C 



(jJ 



Vo 


uj\AO 




uOC . 



27 


利用 


角形 A AOS 有 


sin a 


3 

5^ 


cos a 


4 

5 5 


OC 




AO sin a 


12 




5 


a ， 


故 



AO 


5 


0 C Ul = 3^ - 


进一步有 t；p 



x Ap , 速度垂直于纸面指向读者，其大小即 


uAP sin 2 a 


SuJia. 


由于角速▲大小为常数，圆盘角加速度由等式 


€ 


uji x uj 确定，向量 e 垂直于 


纸面指向读者， 



a ； ia ; sin (7 r /2 


a ) 




4 a ;?/3. 


现在求 P 点的加速度. 



Wbp + w oc , 其中 w hp 


e x AP , 



OC 


u 2 l , 


加 bp 


eAP 


20 a ^ a /3, 


w 


OC 


40 a ;? a /3. 向量祕 bp 位于纸面内并垂直于 3 P , 与向量 



OC 


的夹角 /? 


= 7 T 


2 a , 于是有 



^bp + W oc 


2 wb p w oc cos 2 a 


4 y /97 


3 


4 



27. 刚体平面运动 如果刚体的所有点都在平行于某个固定平面的平面内运动， 
则称刚体的运动是平面运动. 

设这个固定平面是固定坐标系的坐标平面 OaXY , 从刚体向该平面作垂线得到 
的所有直线都是作平动，因此确定这样的直线的运动仅需知道直线上一点的运动.如 
果刚体的任何一个平行于 O a XY 的截面的运动已知，则整个刚体的运动就知道了， 
所以，研究刚体平面运动归结为研究平面图形在自身平面内的运动. 


m 
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平面图形在自身平面内运动有3个自由度，广^ 
义坐标可以选基点0的两个坐标 Xo , Vo 和角 A 其 
中 ( P 是固连于平面图形的坐标系的02：轴与固定坐 
标系的 0 a x 轴的夹角（图 28). 

平面图形上点的速度和加速度可以利用公式 


(4) 和 （7) 求得，这些公式对刚体最一般的运动都是 
成立的.我们这里仅介绍刚体平面运动的几个特殊& 


性质. 



图 28 



定理 如果在给定时刻平面图形在自身平面内的运动不是瞬时平动，则该时刻 
在平面图形上存在唯一的速度等于零的点 c , 其它点的速度就像该图形绕 c 点作瞬 
时转动时一样. 

证明 因为运动不是瞬时平动，在固定坐标系中的向量^和未知向 
moc 可以写成如下形式 



Xo 


0 


X c 

Vo = 

Yo 

, a;= 

0 

, oc = 

Y c 


0 




0 


因为待求点 C 的速度％ 舍 于零，由公式⑷可得向量方程 

vq + w x OC = 0, 


该向量方程等价于2个标量 方程： 

Xo — <pYc = 0 ， Yo 4 - (fXc = 0 , 

由此得 Xc = - FoM Y c = X 0 /^ 或者写成向量形式 

OC= U X ^°. ( 10 ) 

UJ Z 

如果取 c 为基点，则定理完全得证. □ 

点 C 称为瞬时速度中心.如果已知和基点速度 t ； o , 公式 （10) 给出了求瞬时 
速度中心的几何方法.从 o ; 的顶端看，将逆时针旋转 tt /2 ( 图 29), 然后从0点 
向旋转后奶的方向截取长度为 V 。卜 的线段，该线段的顶端 C 就是瞬时速度中心. 
通常 o ; 不梟已知的，但知道平面图形上两个点4和 B 的速度下面给出几 
种可能求出瞬时速度中心的情况. 

1) 如果 va =即，则运动为瞬时平动.这是因为从仙=^ x AB 可知 
0； = 0 (这种情况下瞬时速度中心“位于无穷远 处”； 或者准确地说，当0 — 0时 Xc 
和 lb 的大小无限增大). 
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2) 如果 W 笋即，其中一个点速度等于零，比如4点速度等于零，则4点就是 
瞬时速度中心. 




图29 图30 

3) 如果向量 和即 不平行（图 30), 则瞬时速度中心位于过 A 和 B 的速度 
M 的垂线交点.借助刚体上 2 个点速度投影的性质（见第 24 小节中的第 1 个 

推论）可以给出简单的证明.事实上，因为向量 W 垂直于向量即垂直于而， 
所以在和上的投影等于零.又因为和不平行， 故 v c = 0. 

4) 设 va 笋即，向量 va 和 vb 平行. 向量不垂直于 w (或者即）是不可 
能的，因为和即在4和 B 连线上的投影不相等.郊果向量顶垂直于(或 
者 t ； s )， 不难验证瞬时速度中心位于4和 S 连线与向量 t ; A 和端点连线的交点 
( 图 31). 


A, 





B 


^ /V B 

/ 




A 




^ V A 


图31 


刚体运动时瞬时速度中心在刚体内和固定空间中都是变化的，它在固定平面上 
的几何位置称为定瞬时速度中心，而在运动的平面图形上的几何位置称为动瞬时速 
度中心.可以证明当刚体运动时动瞬时速度中心轨迹在定瞬时速度中心轨迹上无滑 
动地滚动. 

现在研究刚体平面运动时加速度分布特点. 

定理 设平面图形在自身平面内运动，如果在给定时刻 ( p 和朵 中至少有一个不 
等于零，则该时刻在平面图形上存在唯一的加速度等于零的点 Q . 
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证明设基点加速度 WO 、 瞬时角速度 O ； 和瞬时角加速度 S 都是已知的，求向 
量^满足 Q 点加速度等于零.由 （7) 可得0满足的向量方程 

wo + e x OQ + a ; x ( a ; x OQ ) = 0. (11) 


在固定坐标系中有 


Wo = 

X 。 

争擊 

Yo 

, a;= 

0 

0 

， ^ = 

0 

0 

， OQ = 

Xq 

>Q 


0 




• • 


0 


由公式 （ li ) 可得关于知， y Q 的线性方程组 


妒 X Q 七 CpY Q = X 0 , ~( pX Q ^ ^ Yq = Y 0 . (12) 

由定理条件知方程组 （12) 的系数行列式# + 〆 不等于零，所以该方程组有唯一解 

S 

这个公式可以写成向量形式 


OQ = 


£ 2 + UJ 4 


(uj 2 wo + e x w 0 ), 


(13) 


点 Q 称为瞬时 加速度 中心. 

公式 （13) 给出了求瞬时加速度中心的几何方法（图32)，确定角度/?的方程为 


ijQXi (3 = ^， 

这个角度不依赖于基点的选择并且对于刚体上所有点都取一个值.为了得到 Q 点， 
要将旋转/?角，如果平面图形是加速转动，则转0角的方向与平面图形转动一 
致; 如果平面图形是减速转动，则转/?角的方向与平面图形转动相反.然后，从基点 
向旋转后 wo 的方向截取线段 OC ?， 其长度等于 


OQ= ^ ― 

V W 2 + a ; 4 

该线段的顶端 Q 就是瞬时加速度中心，图32相应于逆时针加速转动情形. 

如果以瞬时加速度中心为基点，则在给定时刻任意点 P 的加速度可以像绕 Q 
定轴转动一^样确定： 


= + 加 oc ， 


= QPye 2 +0； 4 . 
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例 1设圆盘沿着固定直线无滑动地滚动，其中心 O 的速度为常数（图 33) .由 
于圆盘上与直线接触的点 P 的速度等于零，它就是瞬时速度中心.动瞬时速度中心 

轨迹就是圆盘的圆周，定瞬时速度中心轨迹是这条固定直线.由于 O 点速度等于常 

\ • 

数, 它就是瞬时加速度中心. 

这个例子说明，瞬时速度中心和瞬时加速度中心一般来说是不同的点， 

4 

例 2细杆以 P 点靠在直角上，端点4沿着水平方向以常速度滑动，求 
P 点的绝对速度和绝对加速度随#间的变化规律.设 OP = &初始时刻04 = 0 
(图 34). 

P 点的速度沿着杆，瞬时速度中心 C 是过尸点的杆的垂线和过4点的铅垂线 
的交点.设 CM = a ; ( a ; = W )， 由 AAOP 和 A 儿 PC 有 


AP = + x ' CP = 

> 

杆的角速度由等式 w = ojCA 求得 


xyh 2 + x 2 

ft" ~ 


C 4 = 


h 2 + x 2 

~~ h "" 


v vh vh 

U CA h 2 + x 2 h 2 4 - v 2 t 2 ? 

♦ 

向量 o ; 垂直纸面指向读者.角加速度向量 e 也垂直纸面，但方向与 a ; 相反（因为 
^ < 0). 角加速度大小由 e = | da ;/ 圳确定： 

d 亡 

2 v 3 ht ' ， 

8 ( h ? + v 2 t 2 ) 2 


P 点速度大小为 


vp = ujCP = 


v 2 t 

▲ _____ 

y / h 2 + v 2 t 2 


因为乂点是瞬时加速度中心 （r = const ), P 点加速度由下式给出 


Wp = AP \/ e 2 + 



v 2 h \/ h 2 + Av 2 t 2 
{h* 2, 4 - 


Q 




c 


图 32 


图 33 


图 34 


28. 运动学不变置 .我们回到在第24小节中研究过的刚体一^般运动.在 P 点 
速度公式⑷中角速度 o ; 不依赖于点 P 的选择，向量 o ; 称 为第一运动学不变量 .更 
狭义地，我们称 A = o ; 2 为第一运动学不变量.再由公式 （4) 知，刚体上任意2点4 
和 B 速度和与 w 标量积相等，因为刚体上点的速度沿着角速度方向的投影 
不依赖于点的选择.刚体上点的速度和刚体角速度的标量积 I 2 = vu 称为第二运 

动学不变量. 

我们将证明，在刚体的最一般运动情况下，如果 J 2 一 0,则刚体上点的速度就如 
同刚体作螺旋运动一样.为此，根据第23小节，需要证明存在直线 MAT , 直线上所 
有点的速度在给定时刻沿着该直线并平行于 a 


不依赖于点 P 的选择，向量 


称为第一运动学不变量.更 


为第一运动学不变量.再由公式⑷知，刚体上任意2点4 
^标量积相等，因为刚体上点的速度沿着角速度方向的投影 
【上点的速度和刚体角速度的标量积 I 2 = v ^ 称为第二运 


设选定0为基点，基点速度 



和刚体角速度 



都是已知的，在从固定坐标系 


平动得到的坐标系 oxyz 中（图 17) 有 



VQ 




VOX 

VOY 

VOZ 








如果刚体上 S 点（图 35) 的速度不等于零并且平行于 
则 





+ 




US 


puj 


(P 一 0)， 


这就是直律 MN 的向量方程.如果 X , y ， Z 是该直线上 
的任意点 k 坐标，则上面方程可以写成标量形式 


O 





Vox + (uyZ 


uj Z Y ) 


^OY + — UJx^) 


图35 




Vqz + (o ； x^ — ujyX) 


P 


(14) 



直线 （14) 称为 瞬肘琮 旋轴.显然，瞬时螺旋轴上所有点的速度都相同，都等于刚体 


上任意点的速度在 



方向上的投影.刚体角速度 o ; 和瞬时螺旋轴上任意点的速度 



的组合称 为运动螺旋， p 称 为螺旋 参数. 螺 旋参数 p 可以由运动学不变量得到 


V 


h 

h 


根据螺旋参数的正或负，运动学螺旋分别称为右 螺旋或左螺旋 ，图35画出的是右 

螺旋. 

I I 

例1 设刚体在空间中运动，在给定时刻已知 3 个点 A (0,0,0), 5(1,1,0), 
C ( l ， l ， l ) 的速度分别为 v a (2, 1, -3), v B {0, 3, -1), vc (~ l , 2, -1), 求该给定时刻的运 
动螺旋的位置和螺旋参数. 
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取4点为基点，有 vb = va ^(^ x AB ^ vc — + x >1 C •这 2 个向量方程 

可以写成6个关于 u ; 的分量叫，％,%的线性方程组： 

— UJz = 一2 ， = 25 — =I 2 ， LOy 3 ， ^ z ，=, 1— ^ 

解方程组得 

从 r = 1， = 一 1， = 2- 

运动学不变量 A 和/ 2 为 

7i = a; 2 = 6, I 2 = va • ^ = —5. 


可见,在该时刻刚体作瞬时螺旋运动，并且螺旋参数等于 -5/6. 根据（14)，瞬时螺旋 
轴方程为 

2 — 2 y 一 z 1 H - 2 x 一 z — 3 + x + 2/ 5 

1 _ • 

1-12 6 


§5. 点的复合运动 

29. 基本定义有时需要同时研究点相对2个坐标系的运动.设坐标系 Oxyz 
相对固定坐标系 o a xyz 以给定规律运动（图 17), 这就是说基点0的运动和确定 
坐标轴 Ox , Oy , Oz 相对固定坐标系方位的矩阵 A ( t ) 都是已知的.设 P 点在空间中 
运动,它相对坐标系 Oxyz 的运动称为相对运动，坐标系 0巧2 相对 O a XYZ 的运动 
称为牵连运动，点 P 相对坐标系 O a XYZ 的运动称为复合运动或绝对运动.我们的 
任务是建立点相对固定坐标系和运动坐标系的基本运动学特性之间的关系. 

点相对固定坐标系 O a XYZ 的速度（加速度）称为绝对速度％ (绝对加速度 w a ), 
点相对运动坐标系 Ox 沢的速度（加速度）称为相对速度叫（相对加速度祕 r ). 相对坐 
标系 Oa :^ 不动，在给定时刻与 P 点重合的 P 点的速度（加速度）称为牵连速度％ 
(牵连加速度 w e ). 换句话说, P 点的牵连速度（加速度）就如同 该时刻 它与运动坐标 
系固结在一起时所具有的速度（加速度)，即没有相对运动. 

30. 向置相对运动坐标系的导数我们经常会遇到向量相对任意运动的坐标系 
Oxyz 微分的问题.向量在固定坐标系 O a XrZ 中改变的速度称为绝对导数，而在 
坐标系 Oxyz 中改变的速度称为相对导数或者局部导数.下面求这2个导数之间的 
关系. 

在图17中，5戸= p 是在 Oxyz 中给定的向量，这个向量5戸在固定坐标系 
OaXYZ 中给出，并记做 r . 由于坐标系 Oxyz 相对 O a XYZ 的运动已知，故确定运 

动坐标系相对固定坐标系方位的矩阵4是已知的，并且有 


r = A(t)p. 


⑴ 
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向量 dr/dt 是向量的绝对导数，而向量 dr/dt = A { t ) dp/dt 是向量的相对 
导数 . 2个导数都在中给出（由此可知，向量 dp/dt 在坐标系中给 
岀). 

由 （1) 得 


dr 


dt 




Ap ^ Ap 


AA^ x r + Ap . 


( 2 ) 


又因为（见第 24 小节) 


AA~ x r = a ; x r ， 


(3) 


其中 a ; 是坐标系 Oxyz 相对 O a XYZ 的角速度，于是公式 （2) 写成 


dr 

dt 


= a ; x r + Ap . 


(4) 


如果用相对导数的记号，则最终得到 

dr 一 dr 

dt dt 



(5) 


这个公式建立了绝对导数和相对导数的关系. 

练习题4 证明： 如果刚体定点运动的角速度 a ; 相对刚体不变，则它相对固定 
空间也不变；反之亦然. 


31. 速度合成定理由绝对导数和相对导数的关系可以给出下面定理. 

定理 点的绝对速度等于牵连速度与相对速度之和. 

证明根据图17和公式 （1) 知， P 点在固定坐标系中的向径 R = Ro+r. 将 
R 对时间求导并利用 （4) 得 P 点的绝对 速度： 

= R = Ro r = vo + Ct ； x r + Ap . (6) 


向量 奶 + w x r 是在给定时刻与 P 重合的运动坐标系上点的速度，即牵连速度％. 
向量>10是在固定坐标系中给岀的相对速度叫，于是等式⑹可以写成 


Va = V e + Vf. 


⑺ 
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32. 加速度合成定理（科里奥利定理） 为了求点的绝对加速度，将等式 （6) 两 
边对时间微分并利用等式（4> 得 

ti； a = = + Ap + Ap 

= wo + exr + o ; x ( a;xr + Ap) -h Ap + Ap. (8) 

其中 e 是运动坐标系 Oxyz 的角加速度，向量是相对加速度 t / v 将等式⑻重 
新写为 

Wg , = wo + exr + o ; x ( a ; xr ) + ti； r + a;x Ap + Ap. (9) 

向量 two + exr + a ; x ( u ; xr ) 是在给定时刻与 P 重合的运动坐标系上点的加速度, 
即牵如连速度进一步,根据⑶有乂/5 = AA~ l Ap = u x Ap, 因此⑼中最后 
2项都等于 a ; x 〜于是⑼可以写成 

w aL = w e + w r -\- W c , (10) 

其中 ti；c = 2 a ; x Vr . 向量称为科里奥利加速度.公式 （10) 给出了加速度合成 
定理. 

定理 点的绝对速度等于牵连速度、相对速度和科里奥利加速度之和. 

可以说，绝对加速度中的科里奥利加速度部分改变绝对速度有2种方式： 1) 牵 
连运动影响相对速度（当 a ; # 0时，向量^由于运动坐标系的运动而相对固定坐标 
系转 动）； 2) 相对运动影响牵连速度# 0时,点的位置在运动坐标系中变化而改 
变牵连速度). 

练习题 5 试 证明： 上面指出的 2 个原因对科里奥利加速度的贡献相同，都等 

于 a ; X v r . 

例 1两4艮杆 AB 和 CD 以给定速度 W 和仍在平面内作平动，求2杆交点 P 
的 速度. 

P 点的绝对速度等于杆儿 B 的牵连速度外与 P 点相对这个杆的相对速灰之 
和.另一方面， P 点的绝对速度也等于杆 CD 的牵连速度 v 2 与 P 点相对这个杆的 
相对速度之和.由此可得求 P 点绝对速度的方法：过向量％和仍的埤点作平行于 
杆和 CD 的直线（图 36), 它们的交点 A 就是 P 点绝对速度向量 ~ PP [ 的端点. 

例 2 P 点以常角速度 o ; 沿着半径为 i ? 的圆周运动，该圆以同样角速度绕自己 
的直径转动，求 P 点的绝对速度和绝对加速度，用角 p 表示（图 37). 

引入与转动圆周固连的坐标系 Oxyz , 其原点位于圆 心， 坐标平面 Oyz 与圆周所 

在平面重合， Oz 轴沿着角速度 o ; 的方向. 

P 点的牵连速度垂直于圆周平面： = (- a ; i ? sin ^0,0), 相对速度沿着圆的切 
线： = (0, uRcos ( p , — ujRsinip ). 按照公式 ⑺， P 点的绝对速度有 

v’ a = ljR (— simp , cos ip , — sin ip ), v a = uRyJ 1 + sin 2 ( p . 


[34】 


§6. 刚体复合运动 


•45 • 



牵连加速度位于圆周平面内并垂直于转动轴： it ;: = (0, - o ; 2 iisin (^，0)， 相对加速 
度位于圆周平面内并指向圆心： w[ = (0,—u; 2 Rsm(f,—cu 2 Rcos(p). 科里奥利加速度 
v/ c = (~2u; 2 Rcos(p,0,0). 按照公式 (10), P 点的绝对加速度有 

= —cu 2 R(2 cosy ?, 2 sin p，cos p )， w & = u; 2 Ry/4 ： + cos 2 (p. 


§6. 刚体复合运动 

33. 问题的提法设刚体相对坐标系运动，而坐标系 Oamq 本身 
又相对固定坐标系 OaXYZ 运动，就是说，刚体相对坐标系 O a XYZ 作复合运动，该 
运动由2个已知运动合成.类似地可以定义 n 个运动合成的复合运动. 

研究刚体复合运动的任务是寻找各个运动与复合运动的基本运动学特性之间的 
依赖关系.我们只研究平动的速度之间的关系和角速度之间的关系.为了方便，我们 
限于研究2个运动组成的复合运动. 

34. 瞬时 平动的合成设外是刚体相对坐标系的瞬时平动速度，而 
v 2 是坐标系相对固定坐标系 O a XYZ 瞬时平动的速度，我们选刚体上任 
意点 P 来求其绝对速度％.根据速度合成定理（见第31小节）有 

v a = v e + v r . (1) 

对刚体上任意点 P ， 牵连速度％为 W ， 而相对速度叫为 V 1 . 因此任意点 P 的速度 

V a = Vi-\- V2 - 

因为在给定时刻刚体上所有点有相同的速度 ，.故 复合运动也是瞬时平动. 
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对于 n 个运动合成情况，类似地可以得到瞬时平动速度 



35. 瞬时定轴转动的合成 设刚体相对坐标系以角速度^瞬时转 
动，而坐标系 O lXmZl 相对固定坐标系 O a XYZ 以角速度 o ; 2 瞬时转动，假设两个 
转动轴相交于4点（图 38). 

设点4在给定时刻的速度等于零，于是复合运动是绕过 
A 的轴的转动.我们来求转动角速度 fi ， 选刚体上任意点 P ， 

为了求它的速度，将％ = o ; 2 X 和叫 = A X 代人（1)， 

求得 P 点绝对速度 v a 为 



图 38 






o；i x AP + a；2 x AP 


( U ；1 + U ；2) x AP . 


⑵ 


另 一 ^方面又有 






fl x AP . 


⑶ 


利用 P 的任意性，由 （ 2) 和 （ 3) 得 




0；i +a； 2 . 


可见，刚体绕两个相交轴的瞬时转动等价于角速度为2个转动角速度之和的瞬时 
转动. 

对于 n 个瞬时转动合成情况，类似地可以得到等价的瞬时转动角速度 


17 = <jJi. 

i—1 

评注 5如果2个转动的角速度大小相等方向相反且转动轴相同，则 o；i + o ；2 = 
0,并且这2个转动的存在不影响作复合运动的刚体上点的速度.由此可知， o ; 是滑 
移向量，即该向量的起点可以沿着其作用线移动到任意点而不改变刚体上点的速度 • 
事实上，设刚体绕某个轴以角速度 o ; 转动，向量 o ; 位于转动轴上4点（图39)，在轴 
上 B 点增加2个向量和 Ct ；2 使得 Ct ； = Ct；i = — CJ 2 — 0) 我们研究刚体绕该轴以3 
个角速度 W ， a ； i ， a ；2 转动的复合运动.根据前面指出的，2个角速度为 a ；: 和 a ；2 的 
转动不影响作复合运动的刚体上点的速度，因此这2个转动可以消去，于是向量 a ; 
沿着其作用线移动了 而不改变刚体上点的 ' 速度. 

36. 欧拉运动学方程 我们来用欧拉角（见第19小节）及其导数表示刚体定点 
运动的瞬时角速度.刚体定点运动由3个运动 合成： 以角速度 + moz 轴转动，以 
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角速度6绕节线 OAT 转动，以角速度0绕 Oz 轴转动（图40)，刚体瞬时角速度等于 

这些角速度之和.设 p ， g ， r 分另 1 j 是角速度 o ; 在刚体固连坐标系的 Ox ， Oy，Oz 轴上的 

投影，利用图40容易得到 P ,q，r 用欧拉角及其导数给出的表达式，其中辅助线 OM 

位于平面内并垂直于节线，于是我们有 

% 

• # 

p = ip sin 0 sin ip + 6 cos p ， 

q = ip sin 0 cos ip — Osin ip, (4) 

r = %j) cos 0 


关系式⑷称 为欧拉运动学方程， 其在研究刚体运动时应用很广. 




图39 图40 

37. 绕平行轴瞬时转动的合成 设刚体相对坐标系以角速度 A 瞬 
时转动，而坐标系0^2/^相对固定坐标系以角速度 a ; 2 瞬时转动，并且 
2个转动轴平行.显然，在这种情况下，复合运动刚体上点的速度与刚体平面运动一 
样.如果在刚体内取某直线平行于转动轴，则该直线上所有点的速度在给定时刻都 
相同，因此只要研究位于垂直于 A 和 a ; 2 的平面内的点就可 以了. 设该平面与 
和 a ; 2 所在平面交于直线 AS (图41和图 42). 

如果 A 和 a ; 2 方向相同,则复合运动的角速度大小为 fi = cu ! + 0； 2 ；角速度 n 
位于和 a ；2 所在平面（图41)，平行于 a ； i 和 a ；2 并指向同一个方向，它将 A 和 
a; 2 的内线段分割成反比例于 M 和 a ; 2 的 2 部分， BP 

uj x AC = u 2 BC . (5) 


C 点的速度 

= a；i x AC + a；2 x BC. 
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图41 图42 


这个等式右端求和的2个向量平行且反向，在满足等式 （5) 时它们的大小相等，所以 
v c = 0. 由此可知，过 C 点平行于^和 o ; 2 的轴上所有点的速度等于零,复合运动 
是绕该轴的瞬时转动. 

为了求角速度 ft ， 只要研究一个不在瞬时转动轴上点的速度就可以了（刚体上 
不共线的3个点的速度完全可以确定所有点的速度，见第24小节).我们来研究 B 
点的速度， 一^ 方面，处= x 另 一 ^方面 ， vb = x CB . 由等式 

ft x CB = x AB (6) 

可知， w 和 n 平行且同向.为了求向量 n 的大小，令等式⑹两边的模 相等： 

QCB = uxAB . (7) 

再利用 （5) 得 

AB^AC + CB = —CB + CB = (8) 

( Jj \ Ui 

由⑺和⑻可知 D + C ^2. 

类似地研究 A 和 o ; 2 方向相反的情况.不妨令 A > o ; 2 , 这时复合运动是角速 

% 

度为 D M - 0； 2 的瞬时转动.角速度 n 位于 A 和 o ; 2 所在平面，平行于 A 和 o ; 2 
并指向较大的角速度方向，它将 A 和 o ; 2 的外线段分割成反比例于 on 和 o ; 2 的2 

I ▼ 

部分（图42)，即 i^ x AC = uj 2 BC . 

38. 转动偶 绕平行轴以大小相等方向相反的角速度进行的转动 称为转动偶. 
转动偶的两个角速度 心 和所在平 面称为转动偶平面， 角速度 心 和 u ; 2 之 
间的距离 d 称为转动偶臂 （图43)，向量 AB xa ；2 称 为转动偶矩. 

我们下面证明，转动偶使刚体作瞬时平动，且平动速度等于转动偶矩.为此，我 
们计算刚体上任意点 P 的速度 

v = lji x AP + a；2 x BP = AP x a；2 — BP x a；2 
=(AP — BP ) x a；2 = AB x a；2 - 
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可见，转动偶等价于速度 V 等于转动偶矩的瞬时平动. 
这个速度是自由向量，因为它可以移动到刚体上的 
任何点（刚体上所有点的速度都相同).速度 V 垂直 
于转动偶平面，从速度 V 的顶端观察，转动偶 A 和 
o ; 2 向量在转动偶平面内是逆时针的.如果引进记号 
a ； = | a ； i | = | a ；2|, 则有 

v = ujd . (9) 


相反地，刚体的任何瞬时平动都可以（用无穷多种方法）用转动偶代替，其中转 
动偶平面垂直于 V ，而转动偶臂 d ， 和 a ；2 的模 Cl ； 满足关系式 （9). 选择和 a ；2 
的方向使转动偶矩的方向与向量重合. 


39. 瞬时平动与瞬时转动的合成 设刚体相对坐标系 0_说 以角速度 o ; 瞬 
时转动，而坐标系相对固定坐标系 OaXYZ 以速度 r 瞬时平动.向量 a ; 
和 V 之间的夹角#于 a . 

为了研究刚体复合运动的性质，我们将向量 r 分 解为外 和仍，第1个速度 W 
的方向沿着向量 O ；， 第2个速度 V2 的方向垂直向量 O ； (图44)，外= vcosa , v 2 = 
vsina . 根据第38小节，只要以相应的方式选择角速度和转动偶臂，瞬时平动可以用 
转动偶代替.这里将 V 2 用角速度 Ct；i = - a ；2 = - ^构成的转动偶代替，像在图44中 
给出的那样，使 a ； i 和 a ； 2 垂直于仍.根据关系式（9)，仍 = v sin a = AB - u . 绕过 A 
点的同一个轴以大小相等方向相反的角速度 a ; 和^的2个瞬时转动可以消去，因 
为它们不影响刚体上点的速度(见第35小节).现在只剩下角速度为 a ; 2 的瞬时转动 
和速度为外的瞬时平动，且％平行于 a ; 2 . 

可见，复合运动是瞬时螺旋（图45)，瞬时螺旋轴平行于刚体角速度，位于= 






UJ 

vcosa 





图45 
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v sina / u , 运动螺旋参数 p 等于 vcosa / u . 特殊情况下，当 a = 0时（速度 v 与角速 
度 a ; 平行)，不必引入上面的变换，因为1；与 a ; 已经是运动螺旋.如果 a = tt /2 ( 速 
& v 与角速度 a ; 垂直)，则运动螺旋参数等于零，复合运动是角速度为 a ; 的瞬时转 
动,转动轴过 B 点平行于角速度 a ;， = v/uj. 

最后，我们可以发现，在研究瞬时运动学状态时，存在4个最简单的刚体瞬时运 
动：静止、平动、转动、螺旋运动.自然界中和工程技术中的各种运动都可以通过连 
续有序的最简单瞬时运动得到. 




动力学基本概念和公理 


§1. 牛顿定律（公理 ）• 动力学的任务 

40. 惯性参考系 • 伽利略相对性原理 动力学研究力学系统的运动以及产生或 
者改变运动的原因.在理论力学中认 为质点 是具有力学性质的几何点，点的这些性 
质由本节将介绍的动力学定律（公 理） 决定. 本节还将顺便介绍几个重要的理论力 
学 概念. 

理论力学的基础是牛顿定律或者公理.这些公理是一些数学假设，其正确性由 
人类几个世纪的观察和实验得以验证. 

在绝对(静止）空间中的力学运动定律由牛顿给出，相对这个空间静止或者作匀 
速直线运动的坐标系称为 惯性参考系. 

在理论力学中认为惯性参考系对所有的力学关系都是等价的.换句话说,力学 
的所有定律和方程不依赖于具体的惯性参考系的选择，这就是著名的 伽利略相对性 

原理. 

动力学的所有公理都是相对惯性参考系给出的. 

41. 牛顿第一定律（惯性公理）•力 下面的动力学公理称 为牛顿 第一定律或者 
惯性 公理： 如果在质点上没有力的作用，则它将保持静止或者勾速直线运动. 

我们来详细讨论这个公理的含义.如果系统只是在内部相互作用下运动，即系统 
内部质点之间相互作用，则称之 为封闭 系统.当然严格地讲，按照这个定义封闭系统 
是不存在的，因为无论相距多远的质点之间都存在万有引力.针对具体问题，可否将 
某个质点系当作封闭系统由该问题的精度决定. 
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由一个质点组成的封闭系统称 为孤立质点. 显然，孤立质点也是一个理想化的 
概念. 

惯性公理事实上假定了惯性参考系的存在，就是说， 存在这样的惯性参考 系：孤 
立质点相对它静止或者匀速直线运动， 这个参考系就是惯性的. 

惯性参考系实际上是不存在的，但是，取以太阳系中心为原点、各坐标轴指向“不 
动的”恒星的坐标系作为惯性参考系，精度就很高了.对于大部分工程技术问题，可 
以取固连于地球的坐标系为惯性参考系. 

物体对质点的力学作用就是使它改变静止或匀速直线运动的状态，不深入导致 
质点加速度出现的物理原因，我们说，如果质点相对惯性参考系有加速度地运动，则 
在该质点上有力作用.在这个意义上，我们说出了作用在质点上的力的本质：力是质 
点产生加速度的原因，是对质点的力学作用的度量，力学作用的结果使质点产生加 
速度. 

42. 质置. 牛顿第二定律（动力学基本公理） 观察和经验证明，质点具有某 
种“天性”，使它“很难”从静止开始运动或者改变运动.质点“阻碍”改变其速度的“特 
性”称为惯性. 

质点惯性的数量度量，正比于这个质点包含的物质数量，称之为质量.质量是质 
点的基本动力学特性，在动力学中质点是具有惯性的几何点，而惯性以质量来刻画. 

质量是具有可加性的正 标量： 多个质点的质量可以算数相加. 

质点的质量是不依赖于运动状态的常数.在速 j 度小于光速和不考虑物质内部原 
子过程时，质量的这个性质得到了实验的验证.在国际单位制中，将保存在巴黎的标 
准物的质量取为单位质量，质量的单位 是千克 ( kg ). 

牛顿第二定律给出了质点的质量、作用力以及由此产生的加速度的联系.如果 
m 为质点的质量，切为质点在惯性参考系中的加速度，则根据牛 顿第二定律有 

mw = F , (1) 

其中 F 为作用在质点上的力.在国际单位制中，力的单位取为这样 的力： 作用在1 
千克的质点上使其在惯性参考系中产生加速度等于1 m / s 2 , 这个单位称 为牛顿 （ N ). 
今后我们认为力 F 仅可能依赖于质点的位置、速度和时间，不依赖于质点的加速度. 

43. 牛顿第三定律（质点相互作用公理） 下面公理假定了质点之间相互作用的 
性质： 如果一个质点作用在另一个质点上，则第 2 个质点也作用在第 1 个质点上，并 
且作用在这两个质点上的力大小相等，方向沿着2点连线指向相反. 

44. 力的独力作用公理（力的合成定律） 实验证明， 如果质点的位置、速度和 
其它物理状态（电、磁和其它的）不改变，2个质点的相互作用不可能改变其它质点 

对它们的作用. 当质点 巧(《 = 1,2,-.. , fc ) 作用在同一个质点 P 上的力为巧，则它们 
单独作用时产生的加速度可以相加.这就是力的独 立作用公理. 
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如果 m 是质点 P 的质量，则根据公式 （1) 有叫=因此根据力的独立作 
用公理 P 点的加速度 ti ; 的计算公式为 饥 

W = 祕 1 + W2 + • • • + Wk — 一 {Fi + -^2 + . • • + ffc)? 

m 

由此可见， P 点的加速度 ti ; 就如同作用其上的不是 fc 个独立的力，而是一个等于 Fi 
之和的力 


F = F\ + -^2 + • • • H~ Fk . 

这就是力 的合成定律， 它与力的独立作用公理是等 价的. 所有 fc 个力巧的作用由 F 
代替，这个力 F 称为作用在 P 点的力巧，灼，…， R 的 合力. 

45. 主动力和约束反力我们研究 AT 个质点 P v {y = 1，2,…， AT ) 相对某个惯 
性参考系的运动.设是兄的质量， rv 是恳相对坐标原点的向径，如果系统是 
自由的，则加 速度^ 由牛顿第二定律确定： m u r u = F u , 其中巩是作 用在恳 上的 
合力； 如果系统不是自由的，则其质点的加速度受到确定的限制.这些限制在第11 
小节中已经介绍.一般来说， 

f u = — F u ( z / = 1，2,…， AT ) 

TTlj / 

不满足第 11 小节中的加速度方程⑷和（5)，即非自由系统的仏的加速度 tiv 不同 
于自由系统情况下的加速度匕，因此约束导致岀现了附加的加速度 tiv - fV . 

然而，根据牛顿第二定律，质点的任何加速度都是由于作用其上的某些力产生 
的，这些产生附件加速度的力是由于约束的存在才出现的，称 为约束 反力.为了不 
混淆约束反力和作用在非自由系统上的其它力，我们称其它力为主动力.可以发现， 
这里的 K 是主动力的合力. 

主动力也可以称为给定力，如果约束瞬时消失，这些力仍然保持作用在系统上. 
约束反力有时也称为被动力，约束力不是事先已知的，不仅依赖于实现约束的物质 
机制，而且依赖于主动力和系统的 运动. 

用 fly 表示作用在兄点的约束反力的合力，根据牛顿第二定律得 m u ( w u - r v ) = 
R u (y = 1，2,…, N ). 再由等式 m u f v = F u 得到运动方程 

m u w u = F u R u iy = I ? 2, ••- , N ). (2) 

这些方程表明，按动力学的观点，非自由系统可以看作主动力和约束反力作用下的 
自由系统.今后研究非自由系统运动时我们经常利用这个观点. 

在力学中认为牛顿-拉普拉斯确定性原理是正确的.根据这个原理，质点系的运 

动是完全确定的：给定初始位置 rvo 和速度 Wo , 系统后半的运动，即函数 r u ( t)(u = 
1，2,…， AT ) 就唯一确 定了. 
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46. 外力与内力 作用在质点系上的所有力的集合（有时也称“力系”)，可以分 
解为内力和外力.内力是指质点系内部各质点之间的作用力，外力是指系统外的其 
它质点对质点系中质点的作用力. 

内力、外力的划分与主动力、约束反力的划分是没有联系的 • 

47. 动力学任务 • 平衡. 静力学 动力学研究系统的运动与作用力之间的关系， 
以解决下面2 个基本问题 为目标： 1) 给定力，求系统的 运动； 2) 系统按已知规律运 
动，求作用在系统上的未知力. 

在动力学中认为力学系统的平衡状态是运动的特殊 情况. 系统的 平衡状 态理解 
为在某个时间段内系统所有质点的速度都等于零，即当 t 0 紙 h 时％ = 0;如果当 

t = t 0 时％ = 0,则这等价于当紿分分 i 时三 0. 特别地，如果化等于零，6为无 

穷，则质点系初始时刻处于平衡状态并一直处于平衡状态. 

力学系统的平衡状态辂在动力学的静力学部分研究.静力学研究2类何题： 1) 
寻找力学系统平衡的 条件; 2) 力的简化，即用其它力系代替给定力系，特别是用更简 
单的力系来代替给定力系，并使得新力系对系统的作用与原力系相同 • 


§2. 力系的主向量与主矩 


48. 力系的主向置 我们用兄表示作用在质点 K 上的所有力（主动力和约束 
反力）的合力，向量和 

N 

U=1 

称为该力系的 主向量 .设 F ux , F vy , F vz 是力巩在笛卡儿坐标系 Oxyz 中的分量，那 
么主向量的分量 R x , R y ， R z 以及主向量的方向由下面公式确定 




Ry 






R z 




( 2 ) 


cos(jR, i ) = cos(jR, j ) = cos ( H ， k ) = ⑶ 

R=^/Rl + Rl + Rl 

其中 A j，fc 是坐标轴 Ox , Oy , Oz 的单位向量 • 

力 fl 是所有外力的合力与所有内力的合力之和，即 

F u = F^ e \ + Fjp (z/ = 1,2,… ， AT). (4) 

根据牛顿第三定律，系统内2个点的相互作用力大小相等，方向沿着它 彳门的 连线且 
指向相反.我们将⑷代人⑴后发现内力相互抵消，因此内力的主向量等于零，并 
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且有 

R = Y,^ e) 

|/=1 

即力系的主向量等于外力主向量 H ( e ). 

49. 力对点的矩与力对轴的矩 向量 


mo(F) = r x F 


(5) 


⑹ 


称为力 F 相对0点的力矩，其中 r 是力 F 的作用点相对 O 点的 向径. 由向量积的 
性质知，力相对点的矩的大小等于力的大小乘以力臂，力臂是从 O 点到力 F 作用线 
的距离.力矩的方向沿着0点和力 F 作用线所在平面的法线，从力矩向量顶端看， 
力产生逆时针“转动”.我们称向量 F 沿着的直线为力 F 的作用线. 

力 F 对轴 w 的矩是指力 F 对该轴上点的矩在该轴上投影.力 F 对轴^的矩用 

m u (F) 表示. 

设 e 为轴 u 的单位向量（图46)，在该轴上取两个点 Oi 和0 2 ， 

根据定义有 m u (F) = ( riX « F ). e 和 m u (F) = ( r 2 xF )- e . 向量之差 
( rixF ) - e -( r 2 xF)-e 应该等于零，这是因为 (n xF )- e -( r 2 xF )- e = 

((n - r 2 ) x F ) • e = {0\0 2 x F ) • e , 而向量 0 i 0 2 x «F 和 e 垂直， 

这就证明了 m u (F) 不依赖于轴上点的选择. 

设 F x ,F y ,F z 和: r ，2/， z 分别是力 F 及其作用点的向径 r 在笛 
卡儿直角坐标系 Oxyz 中的分量.由 （6) 可知，力 F 对0点的矩在 
该坐标系中以下面分量形式给出 



m x (F) = yF z - zF y , m y (F) = zF x - xF z , m z (F) = xF y - yF x . (7) 


这里 m x (F),m y (F) fP m z (F) 是力 F 对轴 0: r ，02/，0 z 的矩•由⑺可知，力对轴的 
矩等于零当且仅当力的作用线与该轴共面. 

50. 力系的主矩设 K 是作用在质点尺上的所有力的合力，〜是点尺相对 
0 点的向径，向量和 


N 


N 


Mo 




^2m 0 (F u ) 






⑻ 


称为该力系对 0 点的主矩. 

类似主向量，可以证明内力的主矩等于零， 


N 


Mo 




o(i ^ (e) )， 
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即力系的主矩等于外力系的主矩. 

力系对轴 u 的主矩 I 是指对该轴上任意点的主矩 Af 0 在该轴上的投影.类似 
第49小节中对一个力的讨论，可以证明不依赖于轴上点的选择. 

主矩 M 0 在笛卡儿直角坐标系 Oxyz 中的分量由下面公式计算 

N 

= > Xyu^uz _ Zl/Fjjy )， 



⑼ 


N 


M z 


〉 X Xu ^y 


UuFi/x 


这里714，叫和 W 是力系对轴 0 x ，0 y ，0 z 的 主矩. 主矩的方向由下面公式确定 


cos(Mo ， i) 


M x 


cos(MqJ) 




My_ 

Mo ' 


cos(Mo ， fc) 


Mz _ 

Mo ^ 


( 10 ) 



§3. 功力 函数.理想约束 

51. 力系的功设凡 是作用在质点&上的所有力（内力和外力）的合力， dr 〃 
是恳点沿着其轨迹的位移，下面的标量积 

蠡 

d = F • cIt* i/ — Fi/x^^u ^vy^yu "t" (1) 

称为力在位移 drv 上的元功.将 （1) 对 z / 求和可得力系的元功 

N N 

= ^ F u - dr u = ^2( F ux dx u + F vy dy u + F vz Az v ), (2) 

V—\ V—\ 

符号 ( f 表示⑴和⑶的右端不一定是全微分. 

在元功表达式 （1) 和 （2) 中既包含外力的功也包含内力的功，我们用 cr : e) 表 
示外力的功，用 dMW 表示内力的功，表达式 （2) 可以写成 

d , A = d , ^+ d , AW . 

/ 

设质点兄完成从位置札0 到札 1的有限位移时，画出了弧 M u 0 M uU 又假设巩和 
dr , 可以用同一个标量参数 f (不一定是时间）表示出来，并使得位置札0和对 
应于这个参数的 to 和沁 那么表达式 （1) 可以写成参数 t 的函数乘以该参数的微分， 
并可以在从 h 到 Q 的区间上对 f 积分.积分的结果称为力 K 沿着路径 M u 0 M ul 
的有限位移的全功将对 p 求和可得力系的全功. 
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52. 作用在刚体上的力的元功 本小节将证明作用在刚体上的力系的元功只有 
外力功，并推导得到以主向量、主矩和刚体瞬时运动状态特征量表示的元功. 

假设刚体是由 N ( N ^2) 个相互距离保持不变的质点尺构成的系统，设作用在 
质点尺上的合力凡可以写成作用在质点 K 上的内力和外力之和 Fi e) + . 

设0为刚体上任取的基点，点兄相对固定坐标系的 速度％ 由下面公式（见第 
24小节）给出 



Vo + w X 



其中奶是基点速度，是刚体的角速度，因此点兄沿着轨迹的位移等于 (vo + cvx 
r u ) dt , 其中 dt 是时间的微分，于是得到元功表达式 


N 


N 


N 




• (^o + cj x r u )dt = 




vodt + x rv ) • F u dt . 


利用向量混合积的性质，上式可以写成 


N 


N 




E 巩 


vodt + 



• ujdt 


用於) 



代替仏考虑到内力的主向量和主矩都等于零，最终得到下面公式 


d'A = il ( e ) • v Q dt + M ^ e) • cvdt , 


(3) 


其中和是外力的主向量和外力对 O 点的主矩. 


53. 力场•力函数.势能 假设质点在全空间或其部分中相对惯性参考系运动， 
在质点上作用的力依赖于质点的位置（可能还依赖于时间)，但不依赖于质点的速度. 
这种情况下，我们说在全空间或其部分中给定了力场，质点在力场中运动.对于质点 
系也有类似的概念. 

在力学中经常遇到依喊于位置的力，例如，在弹簧作用下沿着水平直线运动的 
质点上的力.自然界中最重要的力场是引 力场： 太阳对给定质量的行星在空间每一 
点的作用力完全由万有引力定律 确定. 


如果存在仅依赖于质点乂的坐标(可能还依赖于时间）的标量函数 
U ， 使得 



一 ^ 
一 dy v 


F u 


Z 


dU 

dz u 


( z / = 1,2，." ， N )， 


⑷ 


则力场称为有势，函数 c / 称为力函数，而函数 n = - u 称为势或者势能，势能 n 可 
以加减常数.有势场根据函数 n 是否显含时间称为非定常的或定常的. 

满足 （4) 的力 k 称为有势力. 
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定常有势力的元功是全微分，事实上，由 （2) 和⑷可得 


因此，如果在我们研究的空间区域内 n 是卜 =1， 2, …， AT ) 的单值函数， 
则在系统从一个位置到另一个位置的运动中，有势力的全功不依赖于从初位置到末 
位置的运动途径.特别地，如果系统的所有点的轨迹都是封闭曲线，则全功等于零. 

例 1 ( 均匀引力场）设 m 为质点岛质量 ，分 为重力加 速度， 于是有（图 47 ) 

Fx = Fy =： Fz = — 771 分 ；XI = TTLQZ. 


J = dC /= - dll . (5) 



Zk 





y 


图 47 


O 


F P 




例 2 (弹簧弹性力场）设质点在弹簧作用下沿着 Ox 轴运动（图 4 8).如果当 
x = 0 时弹簧未变形，则当质点的位移很小时可以认为弹簧的作用力为 F = - kx(k > 

0), 而 n = i/2fcx 2 . 


例 3 (中心引力场）如果在力场中运动的质点所受力的方向始终沿着过固定点 
0 的直线，则称该力场为中心力场.假设力的大小只依赖于质点到中心0的距离， 
即 F = F ( r ) r / r , 其中 r 为质点 P 相对中心0的向径，则有 

t • 1 (\r^ 

d f A = F ^ dr = F ( r ) - = - F ( r ) — = F ( r)dr = — dll 

r 2 r 


因此 


n =- 


J f ( r)dr 4- const . 


( 6 ) 


作为具体的例子，我们来求质量为 ms 的质点在质量为的 质点的 牛顿引力场中 


的势能，这时 

w 、 mim 2 
F ( r ) = 


其中7是万有引力 常数. 如果认为当 r = 00时 II = 0，则由 （6) 可得牛顿中心引力 
场的势能表达式 



77117712 

T 


⑺ 
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54. 广义坐标形式的力系的 元功. 广义力设 K 是作用在质点 P v {y = 1, 
2,…， AT ) 上的所有力的合力， rv 是尺点相对坐标原点的向径，系统的位置由广义 
坐标？7 U = , m ) 确定，力系在虚位移上做的元功用 ( L 4 表示. 下面我们 

来求用广义坐标及其变分表示的这个元功的表达式. 

质点戽的向径是广义坐标和时间的函数，利用第16小节中的公式（27)，可以 
将虚位移用广义坐标的变分表示出来，因此 

u=l u=l 3=1 力 j=l \|/=1 HJ / 


引入 


N 


Qj 






dr 

dqj 


(j = 1 ， 2,… ， m )， 


⑼ 


那么公式⑻可写成 

771 

5A = 〉: QjSqj. 

Qj 称为相应于广义坐标％ (j = 1，2，... ， m ) 的广义力，一般情况下广义力是广义坐 
标、广义速度和时间的函数. 

在实际问题中并不用公式 （9) 来计算广义力，通常给定系统一组虚位移，使得对 
于所有 有 Sq k =0, 这样就有从= 5冯= QjS qj , 因此 


SAj 


% 


设有 势力凡 的势能为 n = n ( rv ， t )， 那么广义力也是有势的，将 n ( rv ， t ) 中的 
rv 用广义坐标表示就得到相应的势能.事实上，利用公式 （5) 可得 


N 


sA = y ^ Qj s Qj = • Sr u 




jn 



w 

3 


w 

3 


dU 




dqj 


Sqj 


由此可知，有势力的广义力可以写成 


Qj 


du 




dQj 





1，2, 


♦ •參 


， m) 


例1 (质点在力仏作用下沿 Oa ; 轴运动）这种情况下 m = 1，广义坐标为质 


点的 a ; 坐标， ( L 4 = F x 8 x ^ Q x 


F x . 


例 2 (刚体绕固定轴 tx 转动）这种情况下 m = 1，广义坐标为刚体绕固定轴的 
转角 A 设 H ( e ) 和 M ^ e ) 是外力主向量和对转动轴上任意选定的 O 点的主矩.为了 
利用第52小节中的公式 （3) 计算 M ， 我们取真实位移为虚位移.可以这样取虚位 
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移的原 因是： 刚体是定常系统（参见第18小节)，而定常系统的真实位移是虚位移之 
一 （参见第 I 2 小 节). 再考虑到=0,得 


6A = 丑⑷ . v 0 dt-^ M { q ] - u)dt = Mi e) Sip. 


因此 

Q^ = Mi e \ 

其中 Mi e ) 是外力对轴 w 的主矩. 

例 3 (在重力场内双摆在竖直平面内运动（图 15)) 设2根杆的长度均为 Z ， 质 
量均为 m , 这个系统有2个自由度，广义坐标取为图15中的 p 和办为了计算势能 
II ,以 A 为坐标原点， Ar 轴方向向下，用以和奶表示上杆和下杆的质心坐标，我 

们有 


II = —mgxi — mgx 2 . 


由于 

故 

广义力为 


XI = - COS X2 = I COS ip H - COS 0 ， 

2 2 


n 


-mgl(S cosip-\- cos ip), 


Q(p 


m 

d(p 


3 

2 


mgl sin p ， 




dU 

dip 


-mgl sin 0 
△ 


55. 理想约束 非自由系统在运动中受到约束反力作用，设 Bp 是作用在质点 

Pu 上约束反力的合力卜=1，2,…， AT ). 

如果约束反力在任意虚位移上所做的功都 等于零 ，即 


N 

EUrv=0, (10) 

U =1 

则约束称为理想约束.理想约束的条件不是由约束方程得到的，是附加条件.下面来 
看几个理想约束的例子. 

例1 (质点尸沿着光滑（固定或运动的）曲面运动）无论是固定曲面还是运动 
曲面情况，虚位移 5 r 都位于曲面的切平面内（参见第12小节)，曲面的约束反力垂 
直于切平面（图49)，因此 ( L 4 = R • 5 r = 0. 

例 2( 自由刚体）除了保证各个质点之间的距离保持不变，自由刚体没有其它 
约束，这些作用在刚体上的约束反力是内力.根据第52小节，刚体的内力不做功，因 

此从= 0. 


[55】 


§3. 功力函数理 想约束 
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作为对第 18 小节的补充，我们现在可以证明，自由刚体是受理想约束的定常完 
整系统. 

例3 (定点运动的刚体（图 50)) 因为= 0 (约束反力 B 的作用点不运动)， 
因此 5A = 0. 



例4 (定轴转动的刚体 ） SA = 0 的原因与例3完全相同. 

例5 (两个刚体用铰链连接于0点（图 51)) 因为 Ri = -i? 2 ，Jn = 5r* 2 ， 因 
jJfc 6A = R\ - Sri R，2 - Sr2 = -Ri - (5ri — Jr*2) = 0. 

例 6 (两个刚体以光滑表面相切（图 M)) 两个刚体的切点之间的相对速度位 
于公共切平面内，切点的虚位移之差5?^ - 6 r 2 也在该平 面内. 此外，约束反力丑1 
和 i?2 都垂直于这个切平面，并且 丑1 = - 丑2，因此心4 = Hi • (5ri +丑2 • 知2 = 

Ri • (5ri — Jr*2) = O. 



m 52 图 53 


例 7 (两个刚体以粗糙的表面相切）按照定义，这意味着2个刚体的切点之间 
的相对速度等于零，因此 5(ri—r*2) = 0 ， 5 A = i?i• 5ri-f-R 2 * ^2 = r*2) = 0. 

例 8 (两个质点以理想的细绳相连）理想的细绳是指绳没有质量，不可伸长，也 
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不能抵抗其变形.我们假设绳绕过光滑杆4 ( 图53)，因为绳没有质量，作用在巧和 
P 2 点的约束反力和 T 2 的大小相等，即= T 2 = T (张力处处相 等). 由绳不 

可伸长可知， Sri cosai = Sr2 cos a2 , 因此 （ L 4 = Ti • 5 ri + 7^ • 5 r *2 = T \5 r \ cosai — 

4 

T 2<5 r 2 coso：2 = T { 8r \ cosai — 8r2 cos0 : 2 ) = 0. 

很多机构可以看作例 1-8 中简单“零件”的组合.但是实际上不存在绝对光滑和 
绝对粗糙的曲面，也不存在绝对刚体和不可伸长的绳，因此实际问题中约束反力的 
功不等于零，通常这些功很小，可以在允许的近似意义下认为等于零.这个事实导致 
在理论力学中引入最重要的一类约束，即理想约束. 

当然，很多情况下约束不能当作理想的，例如，刚体以表面非光滑的部分相切并 
且有相对滑动，这时将摩擦力看作未知的主动力，约束还可以认为是理想的.新的未 
知数的出现要求附加新的实验给出的定律，如摩擦定律. 

今后我们只研究理想约束. 

下面我们讨论一个非常重要的情形，在第47小节中提到的非自由质点系的第1 
个动力学问题，可以详细表述 如下： 给定作用在质点恳上的主动力 K 、 质量 
约束、可能初位置 rvo 和初速度求作为时间函数的位置 rv 和约束反力这 
需要求 6 iV 个标量未知数. 

为了求解这个问题，我们有 3 iV + r + 5 个标量方程： 3 AT 个由第45小节中向量 

运动方程⑶得到的方程，以及由第 10 小节中约束 （ 1) 和 （ 2) 得到的方程. 因为 6N 
比 3 AT + r s 大（恰好超出自由度数 n = 3 N - r - s ) ) 故该问题的表述是不确定的. 
引入理想约束，问题就可以确定了，这是因为方程 （ 10) 等价于 n 个方程，为了得到 
这 n 个方程，需要将方程 （ 10) 左端的 Sx u Sy u Sz lr ^ , Sx N , 6y N , 6z N 中非独立的虚 

位移用独立的虚位移表示，然后令独立的虚位移的系数等于零，而独立的虚位移数 
等于自由度 n . 


Afr — ^dc. 


微分变分原理 


§ i . 达朗贝尔-拉格朗日原理 


56. 力学变分原理的概念 原理 是指: 第一，某些基本原则，在此基础上可以建 
立某个理论、科学体 系等; 第二，定律、基本规定.经常还将原理理解为观点、论述 

等. 

理论力学的原理分为变分的和非变分的，例如前一章第一节中讨论的动力学公 
理、能量守恒定律、万有引力定律等，都可以看作非变分的原理. 

I 

力学变分原理是用数学语言陈述的用于区别系统真实运动与可能运动的条件. 
变分原理分为微分变分原理和积分变分原理，前者给岀固定时刻真实运动的判据， 
后者给岀有限时间段内真实运动的判据. 


本章介绍力学的微分变分原理. 


57. 动力学普遍方程（达朗贝尔格朗日原理） 我们研究由 iV 个质点 
Puiy = 1 , 2 ,... y N ) 组成的系统，系统可以是自由的，也可以是非自由的.在非自 
由情况卞，我们认为约束都是双面的、_想的.设凡和凡分别是作用在质点 p v 
的主动力的合力和约束反力的合力，于是有下面方程（参见第45小节） 

m v w v = F v -\- R v (p = 1，2,…， iV )， (1) 

其中是质点&的质量，是质点 R 相对于惯性参考系的加 速度. 
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因为约束是理想的，任意虚位移 5 rv 都满足下面等式 

N 

Ru - 8r u = 0 . 


⑵ 


公式 （1) 可以写成 


F v — rriuWjj — —R v (y = 1 , 2 , ••- , N). 

将上式两边点乘 ( Jrv 后对〃求和得 

N 

E (凡 — m v w v ) - 8 r v = 0. (3) 

I/=l 

关系式⑶是相应于主 动力风 的理想约束允许的系统运动的充分必要条件.现 
在假设约束允许的某个运动满足条件(3)，如果令凡 = m v w v - F v 卜 =1， 2, …，#)， 
则得到等式 （ 2) 和直接由牛顿定律得到的方程 （ 1). 

关系式 （3) 描述任意带理想约束的系统运动与主动力 [ 和相应虚位移（给定 
时刻）之间的关系，称之 为动力学普遍 方程. , 

在关系式⑶中，质点的质量乘以加速度再取负号 - m 丄 称为惯性力.利用这 
个术语可以说，动力学普遍方程表明,在任意固定时刻主动力与惯性力之和在任惫 
虚位移上的元功都等于零. 

动力学普遍方程 （ 3) 是在理想约束假设 （ 2) 下得到的.如果全部或者部分约束 
反力 Gy 不满足（2)，可以在主动力中附加 Gy 后，将方程⑶写成 

N 

- m v w v ) - Sr v = 0. ，⑷ 

1/=1 

一般情况下力 Gp (或其中一部分）是未知的，要补偿这个不确定性，需要根据产生 
G v 的约束的物理性质和特征补充条件. 

动力学普遍方程的最重要的性质是不包含约束反力. 

关系式⑶实际上不是一个方程，它包含的方程数等于自由度 n ， 即虚位移 

% 

Sx u S yi ，Szw ,6 x N ，6 y N ，6 z N 中独立的个数（参见第55小 节). 这 n 个方程的每一 
个都不包含约束反力. 

动力学普遍方程 （3) 包含了给定的带理想双面约束的系统在给定主动力作用下 
运动的全部信息，在下面各章中将以此为基础得到完整或非完整系统的所有运动微 
分 方程. 

动力学普遍方程也称为 达朗贝尔-拉格朗日微分变分 原理. 称之为变分原理是 
因为在 （3) 中包含变分——虚位移，称之为微分原理是因为它将系统给定位置和在 
任意固定时刻的变分位置做比较（根据第12小节中等时变分). 

按这个观点，达朗贝尔#格朗日原理可以叙述如下：在给定时刻的所有可能运 
动中，只有真实运动使主动力和惯性力在任意虚位移上的元功等于零. 


[57] 


§1. 达朗贝尔-拉格朗曰原理 

麄 
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例1两个质量为 mi 和 m 2 的质点以理想的细绳相连，细绳跨过光滑的杆，2 
个质点在重力作用下在铅垂平面内运动（图54)，求2个质点的加速度. 

设 xi 和$2是质点 mi 和 m 2 的坐标，由动力学普遍方程 （3) 得 

(mig — miXi)Sxi + (rri 2 g "- 7712 ^ 2)^2 = 0. (5) 

因为细绳不可伸长，有几何约束 A + a ^ + TriJsconst ， 其中 i ? 为杆截面的半径， 

因此 知 1 = 8 X 2 , X\ =—无 2 ,方程 （5) 可以写成 

[(m2 — m\)g — (mi + 7712)^2)^2 = 0 . 


利用的任意性得 

•• m 2 - mi 

怎 2 =― - — 夕. 

mi +m2 



例2求平面单摆的运动微分方程.为了简单，假设质量为 m 的质点与长为 Z 
的无质量杆固结，杆的另一端固定在 A 点，杆可以绕 A 点在铅垂平面内无摩擦地转 
动.设笛卡儿坐标系的 Ac 和轴方向如图55所示，有 


x = I cos y = I sin p ， 

Sx = —Zsin (pS(p^ Sy = l cos (pSip^ 

a /y 

x = —lsimp(f — lcos(p<p\ y = l cos ip(p^ — l sin (p(f , 

♦ 

Fx = Tftg, Fy = 0 . 

动力学普遍方程 

(F x - mx) 8 x + (F y - my)Sy = 0 


给出等式 


—ml(g sirupl ( p ) 8 ^p = 0, 
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再利用的任意性得单摆的运动微分方程 

+ y sin (/? = 0. (6) 

评注1 由动力学普遍方程⑶可知，如果力系和 力系凡 在任意的相同虚 
位移上所做的元功相等，即 



那么力系 c 代替力系凡后，动力学普遍方程不会发生变化（从而，系统的运动也 
不会改变). 


§2. 若尔当原理 

58. 若尔当原理将动力学普遍方程变换成基本上等价于第57小节中方程 （3) 
的形式，但具有不同的结构，这很令人感兴趣.因为第57小节中方程 （3) 本质上包 
含了理想双面约束系统的所有运动规律，所以这些新的形式本质上不是新的原理，但 
是，它们可以给岀新的解释，并发现受约束系统运动的一般性质，而这些无法直接从 
第57小节的方程 （3) 得到. 

我们研究从可能位置 < 岀发，具有不同可能速度 < 的可能运动集合，将它们 
与在相同时刻从相同位置岀发的真实运动进行比较，这样我们就得到了 若尔当变分 
(见第12小节)， 5 rv = Sv ^ At , 其中5% = - < 2 是被比较运动的可能速度之差 

(这个值不一定是无穷小量). 

将这个 5 rv 的表达式代入动力学普遍方程 （3) 并消去得 / 

N 

D 凡 — - 8 v v = 0. (1) 

i/=i 

公式⑴表示若 尔当微分变分原理. 根据这个原理，在比较的给定时刻运动学可能 
运动 （Ol = 02， 扣^一 0) 中，只有真实运动满足方程 （1). 

§3. 高斯原理 

59. 高斯原理（最小拘束原理）的公式达朗贝尔 j 格朗日变分原理和若尔当 
变分原理不涉及极值的概念.高斯提出了达朗贝尔#格朗日原理的显著变异，引入 
了某个表达式的最小值概念.达朗贝尔#格朗日原理的这个变异称为高斯原理或 
者最小拘束原理. 


m 


§3. 离斯原理 
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为了得到高斯原理的数学形式，我们将在某时刻具有可能位置 < 和可能速度 
V ： 的运动同真实运动相比较.被比较的可能运动的加速度是不同的（它们之差不一 
定是无穷小量).这种等时变分的方法称为高斯变分（参见第12小节). 

如果将2个运动学可能运动的加速度之差用表示，则根据第 
12小节，= \/28 w v { M ) 2 , 将这个虚位移表达式代入动力学普遍方程 （3) 并消 
去1/ 2 (△幻 2 得 

N 

E (凡 — m v w v ) - 8 w u = 0. (1) 

i/=i 

注意到是常数，而力 K 不依赖于加速度，方程 （1) 可以写成 


SZ = 0, 


其中 



( 2 ) 


(3) 


称为拘束或者拘束度. 


根据 （2) 可知，可能加速度的函数 Z 在真实运动的加速度处取驻值. 

函数 Z 在真实运动的加速度处不仅取驻值，而且取最小值.事实上，设 tiM ) 为 
系统真实运动的加速度，而是相应的拘束值，那么，假设在与真实运动相比较的 
运动学可能运动中+ Sw ^ o , 于是有 


N 


N 


z 






一 K ) • 8w V Q 4- - ^ m u ( Sw ^ o ) 2 . 


⑷ 


根据方程 （1)， 等式⑷右端第1个求和等于零.由于不是所有的^,0卜=1，2,…， 
N ) 都等于零，因此⑷式右端第2个求和是严格正的，因此 Z 在真实运动的加速度 
处取最小值. 

这样就得到了高斯原理或称最小拘束原理：在比较的给定时刻运动学可能运动 
= <2，<1 = <2如〜# 0) 中，真实运动的拘束最小 • 

例1利用高斯原理求第57小节中例1的2个质点的加速度. 

Z = ^ mi (- w - g ) 2 -f ^ rn 2 {w - g ) 2 , 


az 

dw 


=mi (it; + 夕 ) + rri2{w 一 p) = 0, 


m2 — mi 

w = - g . 

mi + m2 
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例2利用高斯原理求单摆的运动微分方程（第57小节的例 2). 






2" 


=+ 2 gl sin ( f ( f ) + + 2 glcos ( f ( f 2 - g 2 ). 

由条件 dZ / d(p = 0 可得第 57 小节的方程 （6). 

例 3 质量为 m 的质点在力 F 作用下沿着光滑曲面 z = f ( x ， y ) 运动，求该质 
点的运动微分方程.由约束方程得 


Z 


d 2 f . 




2 


x^ + 2 


d 2 f 


d 2 f . 


d^ Xy + 


2 


令下面表达式取最小值 


(5) 


(mx - F x ) 2 + (my - F y ) 2 + (mz - F z ) 2 , 


其中 S 由公式 （5) 给出，无和办是独立变量.最后得方程组 



my 


F y + (mz - F z ) 


df 




dy 


= 0 , 


其中 S 应替代为方程 （5) 的右端项. 


60. 高斯原理的物理意义设在时刻 t 非自由系统的 质点恳 的质量为 my ， 向 
径为 rv ， 速度为 tv 凡是作用在质点尺上的主动力的 合力. 



在时刻 t + dt 质点尺在位置人（如图56所示)，这时 

PvA u = v u dt -\- ^ w u ( dt ) 2 + …， 

其中省略了出的二次方以上的项. 

如果在时刻 t 系统约束被解除(不改变 F v , m v , r v , v v ), 
则在时间段出内系统质点的运动偏离了非自由系统质点的 
运动.设 队是尺 点在时刻 f + dt 的位置，那么 


PuB u 




〜 0 )2+ … 



质点在非自由运动时离开其自由运动的位置的距离是由约束引起的，约束迫 
使质点的运动偏离自由系统的运动.在数学上，约束的强制作用可以用长度 ro : 刻 
画.另一方面，为了使质点具有某加速度，质量越大（其它条件相同)，约束的作用也 
必须越大,因此，约束对质点的作用自然要用来 衡量. 而对于这个系统，需 
要对所有质点 Pv{v = 1，2,…， AT ) 求和.如果略去 dt 的4次方以上的项，则有 


2 


TTIi/Bj/Ai/ = 77li/ 






[61] 


§3. 离斯原理 
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如果对所有质点尺 （1/ = 1，2,…， iV ) 求和，并略去不包含 ( l /2)( d 0 4 的项，于是可得 


系统的拘束为 



2 



V 


z 是衡量系统的真实运动偏离其自由运动的量.根据高斯原理， z 在真实运动时取 
最小值，因此可以说，非自由系统的真实运动最靠近自由运动. 


例1 质量为 m 的质点在重力作用下沿着倾 
角为 a 的斜面运动（图 57 )， 利用真实运动偏离自 
由运动最小，求质点的加速度.设初始时质点位于 
P 点且速度为零，质点自由运动沿着铅垂方向，在 
时间段 dt 内走过距离 PS = l/2g{dt) 2 . 真实受约 
束运动沿着直线 PC 以未知加速度切运动，经过 
时间 dt 走过距离凡 4 = l/2w(dt) 2 , 因此， 



图57 


BA 2 = [gWl 2 + . 2 ^) 2 sina 

2 2 2 2 
m J m 

4 

= (=) ■ ( w 2 — 2 gw sin a + g 2 ). 

这个量在 w = ^ sina 时达到最小值，这就是真实加速度. 

61. 约束反力的极值性质高斯原理的物理意义可以用其它术语表述.考虑到 
m v w v = + R v , 我们可以将拘束表达式写成 



⑹ 


Z 对真实运动取最小值的条件变为约束反力的极值性质：真实运动的约束反力最小 
(意思是 （6) 取最小值). 
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§1. 任意质点系的静力学 

62. 静 力学普遍方程（虚位移原理）静力学的任务在第 4 7小节已经介 绍了. 

在这一节中简单介绍一些受理想双面约束的力学系统的静力学基本问题，在下一节 

将详细研究最重要的一类特殊质点系——刚体的静力学问题. 

# 

我们研究非自由质点系= 1，2,…， A 0, 其约束由第10小节的方程 （1) 和 
(2) 给出.我们来研究约束应该满足什么条件，可以使系统在时间段内在 
TV = TV 0 处于平衡状态.首先，向径 TV = TV 0 给出的位置应该是该时间段内的可能 
位置，即在该时间段内下面恒等式成立 

fa ( ruQ , t ) = 0 (a = 1，2,…， r *). (1) 

其次，由第10小节和第11小节中的方程 （2)-(5) 给出的速度和加速度限制，在 
v v — 0, w v = 0和时可得 fe 等式 

^ / f 、 = n da ^{ r ^ t ) = dfgjr ^ t ) _ n d 2 f a { r u 0 , t ) 

— 0, 次 — 0, 次 一 0’ 況2 - 0 (2) 

(a = 1,2, ••• , r ; /3 = 1,2, •• - , s ). 

由⑴和 （2) 可知，系统在 to ^ t ! 时在某个可能位置 rv = rvo 处于平衡状态， 
当且仅当约束满足条件 


/a(^VO ，（） = 0， ％ 3(7*i/ 0，（） = 0 


(3) 
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a = 1 ， 2,…，；/3 = 1,2, ••- ,5). 

假设等式 （3) 成立，即平衡状态 rv = rvo 是约束允许的，又设在 t = to 时有 
TV = rvo 和％ = 0. 在条件 （3) 成立时系统是否处于平衡状态取决于作用其上的力. 

虚位移原 理或称 拉格朗日原理 是力学系统静力学的基础，可以叙述为定理形式. 

4 

定理 理想双面约束允许的某可能平衡状态是内的真实平衡状态的充 

0 

分必要条伟是，对于该时间段内的任意时刻主动力在任意虚位移上所做的元功等于 
零，即 N 

- Sr ^ = 0 { to ^ t ^ ti ), (4) 

l/=l 

方程⑷称为静力学普遍方程. , 

证明为了证明 （4) 是系统平衡的必要条件，我们利用动力学普遍方程 

N 

E (凡 — m u w v ) - 5r v = 0, (5) 

I/=l 

该方程对理想双面约束系统在任意时刻都成立.如果在 ⑽级 时系统处于平衡状 
态，则^ = 0且由⑸立刻得到条件⑷. ^ 

充分性证明要复杂得多，我们将在第158小节中给出.这里只是说明，这个证明 
本质上是利用运动的完全确定性原理，即系统的运动由其质点的初始位置和速度唯 
一 确定.下面例子表明，没有运动完全确定性原理,虚位移原理就不成立. 

设单位质量的质点在力 F ( x ) = ax (3 (a > 0,0 < ^ < 1) 的作用下沿着 (9 a : 轴运 
动，该质点的运动方程为 

x = ax ^ , (6) 

平衡位置 x = 0 是约束允许的.由于在平衡位置 F = 0,条件 （4) 对所有的 t 都 
成立.该质点在 t = 0时位于坐标原点而且速度为零，但是当 t > 0时它可以不再位 
于坐标原点.事实上，方程 （6) 在初始条件 2 ：( 0 ) = 0, x (0) = 0下除了 x = 0 这个解 

以外，还有一个解 


x ( t ) = at b , (7) 

其中 丄 

a= [wr^rj ， 6= w - 

我们还可以发现，由于& > 2,对于解⑺有 #0) = 0. 这表明，即使在平衡位置处质 
点的加速度等于零，条件⑶和⑷也都成立，质点还是可以在^ > 0时不再位于平 
衡位置.忽略这个情况导致了很多教科书和学术论文中对 k 位移原理充分性的证明 
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或者不全面或者是错误的①. □ 

例1图58是一个由杆组成的机构，形成3个平行四边形. MN ， RS ， SL 和 NQ 

是整根杆，它们的交点由柱铰链连接.假设烏和戾用细绳连接，求该绳的张力. 

♦ 

假设将细绳代替为作用在4点的力厂设较链戾向下运动，其虚位移为和. 
由于 MN ， RS ， SL 和 NQ 是整根杆，所有平行四边形的对角线的变化都相同.于是， 
^ 2 点向下运动 25 s , A s 点向下运动 35 s . 

力 F 和重力 P 在虚位移上所做的功之和等于零，即 • 

SPSs — FSs = 0. 


由于和#0可得 

4 


F = 3 P . 



图 58 



例2 (帕斯卡定律）帕斯卡定律描述了不可压液体的压力分布性质：外力产生 
的液体表面的压力，等值地传到所有方向. 

为了说明帕斯卡定律，我们研究一个盛满不可立液体的容器，在容器上有 3 个 
开孔， 分别安装活塞 1，2,3 ( 图 59) .设氏是第 i 个活塞的面积，而 队 是第 i 个活塞 
的虚位移 (i = 1,2 , 3). 

假设我们固定活塞 3, 活塞 1 和 2 运动.由活塞 1 确定的运动可得到活塞 2 确 
定的运动.被第1个活塞压入的液体体积等于 5 kJ / i ； 进入第2个活塞孔的液体体积 
等于 S 2 Sl 2 . 由液体不可压条件知 SxSh = S 2 Sl 2 . 

①关于这个问题有大量文献，如 ： repoHHMyc H. JI. O npHHUHne BHpTyajibHLix nepeMemeHHii 

// BioJiJieTeHb HccKoro IIojiHTexH. HH-Ta, 1963, T. 9(13), Bbin. 3-4, C. 251-262; Bjiiomhh T. 
几 O npHHi^Hne BHpTyajibHux nepeMemeHHii // Vi3B： AH CCCP. MTT ， 1982, 汾 6 ， C. 22-28. 
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力 A 和 P 2 在这个虚位移上所做的功 之和: 


PlSh 


P 2 Sl 2 




0 , 


PlSh 


P2 急況 1 


0 


由此可得 




类似地，固定活塞2可以得到 




即液体的压力、等值地传到所有方向. 


例3在墙边放置3个相同的圆管，如图60所示.每个管的重量为 P ， 为了使 
这些圆管处于平衡状态，需要怎样的水乎力 F 作用在右边圆管的轴上？ 

如果右边圆管的虚位移沿着 Or 轴，则只有图 
示的2个力 P 和 F 做功.这2个力的作用点的 
向径和 rs 在坐标系 Oxy 中由等式 

r' A — (2 a cos a , 2 a sin a ), r f B = (4 a cos a , 0) 

给出 （ a 为圆管横截面的半径).在所示的虚位移 
下，角 a 的改变量为 （5 a ， 于是 

4 

6 r f A = 2 a 6 a (— sin a , cos a ), 5 r’ B = 4 a <5 a (— sina 5 0). 



力 p 和 p 在该虚位移上做功之和等于零，即 

P - Sr a ^ F • Svb = 0, 


再考虑到 

可得 

利用 （5 a 一 0得 


P f 





P \ F f = (- F ,0), 


P - 2 a cos a • -f F • 4 a sin a • 




0 


F = - cot aP . 

2 


63. 广义坐标下的静力学普遍方程设仏仍,…，如是系统的广义坐标，而 
QMM 是相应的广义力，方程⑷的广义坐标形式为 



= 〉 : Qj(g ， 0, 亡)知 j = o. 
♦ — 


⑻ 


如果系统是完整的,则广义坐标数 m 等于自由度 n 且方程⑻中的岵是独立 
的.令方程⑻中岣的系数等于零,可得系统在平衡位置 q = qo (只有在该位置) 
广义力等于零： 


Qi = 0 (i = 1，2,…， n). 


⑼ 
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等式⑼构成了关于未知数仍 0 ,奶 0 ,…，如0的 n 个方程，这些未知数确定了系 
统的平衡位置. 

如果所有的主动力都有势,则根据第 54 小节，由方程⑼得 

Qi = = 0 (i = l ，2，...， n )， （10) 


其中 n 是系统的势能.由此可知，完整系统（受双面理想约束，在有势力场中）平衡 
的充分必要条件就是系统在该平衡位置势能取极值的必要条件. 

特别地，如果系统在均匀重力场中运动，则条件方程 （10) 可以变为# = 

oqi 

0 (i = 1,2, • • • , n ), 其中叱是系统重心在以为铅垂轴的固定坐标系中的坐 
标，即系统平衡的充分必要条件就是系统重心高度取极值的必要条件 • 

如果系统是非完整的，则方程 （8) 中的知不是独立的，它们满足第16小节中 
的 s 个约束方程 （28), 在 m 个咏 中只有 n(n = m - s ) 个独立.为了确定性假设 
知1，扣2,…，知 n 独立,从第16小节的方程 （28) 中解出知 n+1 ,(^ n+2 , …，知 m 得 


n 

6 q n +k — (fe = 1，2 ,…， m — n = s ), 

1=1 


( 11 ) 


其中咖是第16小节的方程 （28) 中系数⑻的函数.在方程⑻中代入表达式 （11) 
后合并同类项得 

n 

E ( 12 ) 

2=1 

其中 

m—n 

Qi = Qj -f otpiQn-^p (i = 1，2,…， n ). (13) 

P=1 

由于％独立，由 （12) 可得 


Qi = 0 (i = 1 ， 2,… • ， n). (14) 

等式 （ 14) 是关于 m 个未知数 ^ io , 920, ••- ^Qmo W ri 个方程，这些未知数确定了系统 
的平衡位置.由于耒知数的个数超过方程数，因此一般来说可以得到平衡状态流形, 
其维数不小于非完整约束的数目 s . 

从方程 （ 13) 和 （ 14) 可以看出，对于在有势力场中的非完整系统,势能的某些甚 

至全部导数在平衡位置都可以不等于零. 

_ 

例1设非自由质点在约束 

^3 = qih 

下在势能为 

n = ▲(# + € + €) 
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的力场中运动，那么 m = 3, s = 1 ， n = 2; an = 0， ai 2 = ^ l ； Qi = ^Qi {i — 1，2,3); 
Q[ = — Q2 = ~ Q 2 — QiQ 3 - 平衡条件 （14) 可以写成 3 个位置数的2个方程： 

qi =0 ， q 2 + qiq 3 = 0. 

由此可知，平衡位置构成一个一维流形 

Qi = 0 ， q2 = 0 , qs = qso, 


其中奶0是任 意数. 

如果伽# 0,则在平衡位置导数 dU/dqs 不为零. 


例 2两个相同的杆04和重为 P , 长为 2 a . CL 4 杆的端点0与固定柱铰 


链相连，而杆的端点 B 上有水平力 P /2 作用， 
2个杆位亍铅垂平面内.求系统平衡时的角度 a 和/3 

(S 61). 

系统有2个自由度，并且是完整的.取角度 a 和/3 
为广义坐标，我们来求相应的广义力 Q a 和 Q /3. 在杆所 
在平面内建立坐标系 Oxy ， 其中 Or 轴竖直向下.主动 



力 F c , F d 和以及它们作用点的向径 rCy r D^B 为 




tP 


Fc 



图61 


t' c — a(cosa ， sina )， r' D = a(2 cos a + cos/3,2 sin a + sin/3 )， 


• r' B — 2a(cosa + cos/?, sin a -f sin/3). 

> 

下面计算主动力在广义坐标变分 Ja 和 (5/3 相应的虚位移上的元功.因为 


Svq = a<5a(—sina ， cosa )， 

5r’ D = a(—2sina - Sa — sin/3 • <5/3,2cosa - 6a + cos/3 - 5/3 )， 
5r f B = 2a (— sin a - 8a — sin/3 - <5/3, cosa • 5a + cos ^9 - S0), 


所以 


SA = Fq * Src + Fd • Sr^ 4 - Fb • Svb 

= Pa[(cosa — 3sina)<5a + (cos (3 — sin /3)<5/3], 


于是得 


Qa 


Pa(cosa — 3 sin a ) ， 


由条件⑼可知，系统平衡时 


Qp = Pa(cos/3 — sin/3): 


tana = -， tan/3 = 1. 
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例3小圆环穿在金属丝上，金属丝的形状由方程组 


X 


2 


36 




6 3 


1 


确定，其中 Oz 轴竖直向上.求小圆环的平衡位置. 

设小圆环的虚位移由 Sx , Sy , Sz 给出，将金属丝的方程组求微分可得虚位移应该 
满足的方程组 


xSx + 4 ySy + 36 zSz = 0， Sx -f 2 Sy -f 6 Sz = 0. 


在平衡位置重力的元功 P 6 z ( P 为小圆环的重量）应该等于零，因此& = 0,上面2 
个方程变为 

xSx -f 4 ySy = 0， 5 x -f 2 Sy = 0. 


消去 Sy 后得 


(x — 2 y )6 x = 0- 

对任何 & 这个条件都应该满足，故 


x = 2 y . 

再注意到金属丝的方糕，可以得到2 组解： 


1) a; = 4,2/ = 2,2 ； 





3, 


2) x = 0, y = 0, $ = 1. 

例4均匀杆欠 D 以欠端靠在竖直墙上，而棱 B 支持在杆上某点（图 62). 已 
知杆长为 2 a , 而欠点到墙的距离为求杆平衡时的角 a . 



x i / 

图 62 


系统是完整的，有一个自由度，取 a 为广义坐 
标. 势能为 n = — Px c , 其中 a ; c 是杆重心的坐标 
值： 

xc = b cot a — a cos a . 

平衡条件 dU/da = 0 给出 a 的方程： 

4 

6 丄. n 

-«- h a sin a = 0, 

sin a 


由此得 • 

只有在 Wa 时杆才可能平衡. 


sin a = 
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64. 力系等效设力系 ( F u F 2 , … ， F k ) 作用在某个系统上,将这个力系代替为 
(巧,打,…，斤)•第1个力系和第2个力系中力的大小、作用线、方向都可以 不同. 
在第1个力系和第2个力系作用下^具有相同的初始位置和初始速度的力学系统的 
运动可能相同,也可能不同. 

如果2个力系相互代替而不改变力学系统的运动（或静止状态),则这2个力系 
称为等效的. 

特别地，如果增加或者减去某个力系而不改变系统的运动，则称该力系是平衡 
力系或零力系. 

力系的等效用符号〜表示，如果力系（朽，巧,…，祝和（打，巧，…，砰）等 
效,则记作 ( F u F 2 , …，祝〜（打,村,…，砰). 

由动力学普遍方程可知（参见第57小节中的评注1)， 2 个力系等效当且仅当它 
们在系统任意虚位移（对2个力系是相同的）上所做的功相等. 

下面我们将这个等效判据用广义力表示.设 Q , 和 Q 彡0/ = 1，2,…， m ) 分别是 
对应于第1个力系和第2个力系的广义力，而 M 和 ( L 4* 分别是它们在虚位移 
知2, •• •，知 m 上所做的元功，求元功之差 

m 

= (15) 


对于完整系统 ，知， 是独立的，因此，由 （15) 左边等于零可知，作用在完整系统上的 
力系等效的充分必要条件是对于任意选定的广义坐标它们的广义力都相同. 

对于非完整 系统， 不是独立的.将 （11) 代入 （15) 合并同类项后可得 结论: 作 
用在非完整系统上的力系等效，当且仅当对于任意选定的广义坐标，根据公式 （13) 

计算岀的义和都相同. 



1质点 P ( a :，2/) 在平面上运动，其速度方向始终指向动点 Po (吻⑷ ,2 /o ⑷)，约 


束方程的形式为 


y 


v 



2/0⑷ 


xo { t ) 



(16) 


在 x 0 , yo 不是常数的条件下，这个约束是不可积的，故 m 




2, s 




l，n 




1. 


设在 P 点的作用力 F (2/ 0 ⑷ 


2/， 


x 0 ( t )^ x ), 相应的广义力 （q 






2/) 为 


Qi = yo(t) - q2, Q2 = -xo(t) ^qi. 

由约束方程 （16) 可得 

Q2 — 2/0 W 

= - 777 - 

qi - x 0 {t) 

由公式 （13) 有 Q [ = 0 . 

如果用 F * = kF{k ^ 1) 代替作用在 P 点的力则类似地得到 Qi * = 0,因此 
对于该系统，力 F 和等效. 

如果没有约束 (16), 则对应于完整系统情况，力 F 和不等效. 
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§2. 刚体静力学 

65. 刚体平衡的充分必要条件设作用在刚体上的外力系的主向量为 B (e) ，对 
任意选定的基点的主矩为 M ^ e ) . 将刚体当作自由的，可以得到其平衡的充分必要条 
件; 如果刚体不是自由的，则可以解除约束并以约束反力（见第45小节）代替，就可 
以将刚体看作自由的，在这种情况下，通常要将未知的约束反力计算在主向量 il (e) 
和主矩 A ^ e ) 中. 

自由刚体是理想系统，可以采用给出双面理想系统平衡充分必要条件的虚位移 
原理,我们的任务是将第62小节中的静力学普遍方程（4)，用作用在刚体上的力系 
的主向量 fl ( e ) 和主矩 M ^ e ) 表示. 

鱗 

定理 刚体在 内平衡的充分必要条件是,在初始时刻砣刚体静止，主 

向量 JR ( e ) 和对任意选定的基点的主矩 M #) 在 to ^ tx 内等于零，即 

< 

ii (e ) = 0 ， M 公 ) = 0. (1) 

证明因为自由刚体是定常系统,它在时间段 dt 内的任意真实位移就是虚位移， 
因此利用第52小节中的公式 （3), 可以将作用在刚体上的力系在虚位移上所做的元 
功写作 

6 A = • v 0 dt + M ^ e) - udt , ⑵ 

其中奶是基点速度， u ; 是刚体在 tito ^ h ) 时刻的角 速度. 因为 Vo 和 a ; 是任意 
的，由静力学普遍方程 SA = 0 可得到（1)，定理 得证. 口 

如果 F u F 2 r -, F k 是作用在刚体上的外力系，而 工 i ，1 H ， 是力巧 （i = 1, 
2, …， fc ) 作用点在以基点0为原点的笛卡儿直角坐标系中的坐标,则刚体平衡的 
充分必要条件 （1) 可以写成下面6个 等式： 

k k k 

5> 。 =0 ， Y^F iy = 0, J^F iz =0, ⑶ 

2=1 2=1 2=1 

k 

> ' (ViFiz _ ZiFiy) = 0, 


y^(zjF ix - XiF iz ) = 0 , ( 4 ) 


> iy — ViFix) = 0 . 

2=1 

在特殊情况下,等式 （ 3 ) 和 （ 4 ) 中 6 个方程中有些可能是恒 等式. 
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全部约束反力可以完全由平衡条件确定的力学系统称为静定的，反之称为静不 
定的.如果本小节讨论的刚体是非自由的,则等式⑶和⑷是关于约束反力分量的 
方程组，力学系统是静定的当且仅当约束反力分量的数目不超过等式 （3) 和 （4) 中 
非恒等式的数目. 


例 1重量为 P 的均匀等腰三角形板 ABC {AC = BC ) 的顶点靠在3个坐标 


平面上，点 C 和 O 用细绳 CO 连接（图 63), 已知 
距离 a ， b，c 和角度 COy = tt /4, 求绳的拉力 T 和 
i 4, B , C 3 点的约束反力 X , Y , Z . 

在板上有5个力 作用： 重力、绳的拉力和 A 
C 3点的约束反力，并且由于没有摩擦，后3个约 
束反力垂直于坐标平面. 

由几何关系不难得到，板重心的坐标为 

a-\-b 2 c 
—§■""， " 3 "* 

刚体平衡的充分必要条件 （3) 和 （4) 写成下 

面6个关于4个未知数 X 、 Y ， Z,T 的线性方 程组: 

% 



V2 


% 


0 , 






0 , 


Z - P = 0, 


Za - Yc - \ p(a + 6) = 0， -Za + Xc + \ p(a + 6) = 0， Yb-Xb = 0. 

o o 


解方程组得 


X = Y = Z = P , T = 

3 c 


y /2(2 a — b ) p 

3 c 


66. 作用在刚体上的力系等效判据作用在双面理想力学系统上的力系等效判 
据在第64小节中已经给出，这里将给出作用在刚体上的力系等效判据. 

定理作用在刚体上的2个力系等效的充分必要条件是它们有相同的主向量和 
对某个基点相同的主矩. 

证明设力系（巧,巧,…， K ) 的主向量为 R ^ e \ 主矩为而力系（巧, 
F 2 '… , F t *) 的主向量为主矩为 M * ( e ) . 利用公式⑵求这2个力系在刚 

体相同的虚位移上所做元功之差： 


SA - SA * = ( ii ⑷一 H * (e) ) • v Q dt ^ ( M ^ e) - M * (e) ) • udt . 


根据定义,力系等效的充分必要条件是这个差等于零，由此,根据 ro 和 u ; 是任意的 
可得 ii ( e ) = JR * ⑷和 M ^ e) = M ^ (e) . □ 
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下面求力系对不同基点的主矩之间的关系，根据图64有 

k k 

• Mc>i = pi x Fj = y^(OiO H - Vi ) x Fi 

z=l i=l 

/ fc \ k 

=Mx 

\ 2=1 / 2=1 

或者 

Afoi = A^o + OiO x JR . (5) 



图 64 

# 


图 65 


可见，改变基点使主矩产生的改变量等于主向量.(位于老基点处）相对新基点的 

矩.由此可知，如果2个力系主向量相等且对某个基^的主矩相等,则它们对任意点 
的主矩都相等. 

评注1在满足条件 （1) 的情况下，作用在刚体上的力系是平衡力系或者零力 
系，也就是说,如果在刚体上增加或者去除满足 （1) 的力系，不会对刚体运动有任何 
改变. 


例1在直角楔的棱边上作用2个 力巧和 巧 （ 图 65), 需要用力打和 F 2 * 等 
效我替，已知力巧,巧和打的大小与相应的棱边长成正比，求力村. 

如果 a , 6为棱边04,的长度，/为比例系数，则 


Fi = /a, F 2 = /asina, F* = fb. 

% 

建立坐标系如图 65 所示，力系 （ Fi ， F 2) 的主向量和主矩在该坐标系中的 
分量为 

= 0 ， Ry = = fa cos a, R z = 2/a sin a, 

M x = fa 2 sin a cos a, M y = — fab sin a, M z = 0. 


设力巧的分量为 F ^ F ^ F ^ Z) 其作用点坐标为 x ， y ， z. 力系 ( F ^ F ^) 的主向 
量和主矩在该坐标系中的分量为 


Rl = -fb + F^ R ； = F 2 ；, K = 
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M ： = yF^ z - zF 2 ；, M ； = zF^ x -xF ； z , M ： = xF^ y - yF； x . 

由等效力系 （巧,巧） 和 ( F ^ F ^) 的主向量相等的 3 个方程，可以求得巧的 
分量： 

F 2x = F《 y = facosa, F^ z = 2/a sin a. 

这些等式给出了 F 2 * 的方向和大小 

n = sjm + m + m = + ^ + . 

推^据 2 个力系的主矩相等，简化后可得力 F 2 * 的作用点 x ， y ， z 满足的 方程： 

2y sin a — z cos a = a sin a cos a, 2ax sin a — bz = ab sin a, 

ax cos a — by = 0. 

这些方程不是确定力 f 2 * 的作用点，而是作 用线： 

2x — b 2y — a cos a 2 ； 

b a cos a a sin a 

麝 

力 f 2 * 的作用线经过楔顶点 b 和楔底面对角线的交点. 

67. 合力.伐里农定理 如果作用在刚体上的力系 ( F !, F 2) ... , F k ) 等效于一 
个力 fl*, 则这个力称为给定力系的 合力. 

定理 如果力系有合力，则这个合力 ir 等于主向量 ii , 而它相对任意基点0 
的 矩等于给定力系相对该基点的主矩 M 0 . 

证明可以由合力定义和作用在刚体上的2个力系等效的判据得到.该定理的第2部 

分称为 伐里农 定理. 

68. 刚体平衡条件的特殊情况 

1. 由条件 （1) 可知,在一个不为零的力作用下，刚体不可能处于平衡状态（因为 

Ji ⑷一 0) • 

2. 在2个力作用下刚体在内处于平衡状态，当且仅当初始时刻 t =纪 
刚体静止,而在 h i 内，2个力大小相等方向相反，作用线相同.第1个要求由 
条件 fl (e) = 0得到，第2个要求由条件 = 0 得到. 

3. 如果刚体在3个力 A ，巧和巧作用下处于平衡状态, 2个力 巧和朽 的作用 
线相交,则这3个力都位于同一个平面内，且它们的作用线交于一点.这个结论（常 
称为三力定理）由刚体平衡条件 （1) 得到. 事实上，由⑷= 0得到 F 3 = -( F !+ F 2 ), 
所以力杓位于力 A 和巧所在平面内> 注意到力 巧和巧 对它们作用线的交点 O 
的力矩等于零，由条件 = 0可知力朽的作用线经过 O 点. 
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例1长为 2 Z 的均质杆的一端靠在光滑竖直墙上，另一端顶在角落 B 处, 
距离 OB = a (图 66), 试确定杆平衡时 B 点约束反力的方向. 

A 点的约束反力垂直于墙,其作用线与重力 P 的作用线相交于 *5 点.平衡时第 

0 

3 个力—— B 点约束反力——也通过 S 点.由 ABCS 求得 

^ \/4 Z 2 — a 2 

tan ip = 2 - • 

a 

评注 2显然，力系的任意力向量沿着其作用线滑移时，力系的主向量及其对给 
定基点的主矩都保持不变，所以由作用在刚体上的力系等效判据可知，可以将力的 
作用点移动到该力作用线上任意点而不破坏刚体的运动（特别地，平衡状态)，即作 
用在刚体上的力是滑移向量. 





图67 


4. 汇交力系是指 作用线交于一点的力构成的 力系. 

定理 汇交力系有合力，该合力通过各力作用线的汇交点. 


证明 证明可以从上面的评注和力的合成定律 （44) 得到.设 O 是力系中各力 
作用线的交点' 那么= 0,并由⑴推得向量方程= 0,该方程的标量形 
式写成3个方 程⑶. □ 


例2 重量为 P 半径为 r 的半球用细绳悬挂于光滑竖直墙的 4 点，其凸面靠 
在墙上的 B 点（图 67). 如果在平衡时底面大圆平面与墙的夾角等于 tt /4, 绳长应该 
等于多少？绳的张力和半球对墙的压力等于多少？ 


半球受3个力 作用： 重力 P 、 压力 iV 和绳的拉力 r . 重力 P 和压力 AT 的作 
用线交于 s 点.根据三力定理，半球处于平衡位置时拉力 r 的作用线（即绳的方向) 
也通过 *5 点.可见，半球在汇交力系作用下处于平衡状态. 

在直角三角形中 ZSOC = tt /4, 又由于半球质心 C 距离大 
离为 OC = 3 r /8， 故 0*5 = OC cos (7 r /4) = 3\/2^/16. 


mm 


o 的距 


①点 o 可以不是刚体上的点,但是这不会影响我们的讨论，这是因为可以认为 o 位于无质量的 
杆的一端，而杆的另一端固结于刚体，这样就可以认为 o 是刚体上的点. 
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用 a 表示绳与墙的夹角，在三角形 △0 D 5 中 ADOS 




丌/4, 


ZOSD 


7r/2 + 


a ， 


ZODS 


7r/4 


a ， 因此有 


SD 


OD 


OS 


sin (7 r /4) sin (7 r /2 + a ) sin (7 r /4 


a )， 


或者 


由此可得 


V 2 SD 


r 


3 r 


cos a 


8 (cos a — sin a ) 


tana 


5 

8 


5 


8 


sin a 


v/89 5 


cos a 


V89 


SD 


vm 

16 


r . 


利用 LABS 可以求出绳长 


AD=^-(2-V2)r. 


令力 P ， iV 和 T 在坐标系 Bxy 的坐标轴上的投影之和等于零，得到2个方程 


Tcos a = P , T sin a = 


可以求出绳的拉力和半球对墙的压力 


T = 


V89 

丁 


P , 


N = l R 


例3三根杆 AO , BO , C 0 的一端铰接于竖直墙上，另一端铰接于0点，在 O 
点有重为 P 的载荷.杆40和 BO 位于水平面内与墙成60。角.第3才艮杆 CO 位于 
i ± 0点和中点的竖直平面内，与墙成30°角.忽略杆的自重，求杆的内力. 

选择图68所示的坐标系，将平衡条件写成 （3) 的形式得 


Fi X = Sa cos 60° — Sb cos 60° = 0, 


E 〜 


Sa sin 60° — 5 b sin 60° — Sc sin 30 




0, 




Sc cos 30 


O 


P 




0. 


解此方程组得 


Sa = Sb = 


Sc 


2 x /3 

了 


P . 
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SU 和知的值是正的，表明约束反力 SU 和 5 s 的方向与图68中画出的一致 
(杆04和 0 B 受拉) • 知的值是负的（杆 0 C 受压 }• 

5. 下面研究刚体在平面力系作用下的平衡.平面力系是指作用线都在一个平面 
内的力 构成的 力系. 设这个平面就是 Ory 平面，那么力在 0 z 轴上投影 A 和力作 
用点的坐标 = 1,2, …， fc ) 都等于零，条件⑶和⑷变为下面 3 个等式 

k k k 

^ Fi X = 0, ^ F iy = 0, y^^XjFjy — yiFix ) = 0. (6) 

i=l i=l i=l 

因此，在平面力系作用下，自由刚体在内处于平衡状态当且仅当初始时刻 
t = to 刚体静止,而在内所有力在 2 个坐标轴上玫影之和为零，所有力对第 
3 个轴的力矩之和为零. 



练习题1试证明刚体在平面力系作用下的平衡条件可以表述为下面几种与⑹ 
等价的形式： 1) 对任意不共线的3个点的合力矩等于零（三矩定 理)； 2) 对任意2个 
点的合力矩等于零，并且各力在任意不垂直于该2点连线的方向上的投影之和为零. 

例4均质杆折成直角，2边长均为 2 L 将它放在长为 = a = 的桌子边 

缘上，忽略摩擦，求平衡位置以及对桌子边缘的压力仏和 

设平衡位置由角 Z 0^4 = a 确定（图69)，杆在图69画出的4个力构成的平面 
力系作用下平衡，4和 B 点的约束反力分别垂直于杆的 两边. 由力沿着 0 C 和 0 D 
的投影等于零得 


Na = 2 Psina , Nb = 2 P cos a . 

对 o 点的合力矩等于零给出 


或者 


2 

5 


IN a sin a + P / cos a 


2 

-INb cos PI sin a ， 
5 



=sin a — cos a . 
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69. 两个平行力的合力 

定理 作用在刚体上的2个平行且同向的 力巧和 巧（图 71) 有合力= 
Fi + F 2 , 这个合力位 于巧和 平面内，其作用线将连接作用点巧和 P 2 的线段, 
内分割成与力的大小 巧 和 F 2 成反比的2部分.作用在刚体上的2个平行且反向 
的力 JF \ 和 F 2 有合力 R * = F 1 + F 2 , 这个合力位于 JF \ 和平面内，方向与较大的 
力 相同， 其作用线将连接作用点 巧 和的线段，外分割成与力的大小 巧 和 F 2 成 
反比的2部分. 

证明 如果令 «* = Fi + F 2 并选 O 点 使得巧 • Oi \ = F 2 • OP 2 , 则根据第 66 
小节，2个力 A 和巧组成的力系等效于一个力 IT (即力 是巧和 巧的合力). 
事实上, 2个力系有相同的主向量 R = W = F 1 + F 2 , 并且对 O 点的主矩 M 0 也相 

同（等于零). □ 



图71 图72 


70. 力偶理论 设作用在刚体上的 力巧和 朽大小相 f 方向相反（巧= - F 2 ). 
这个力系称为力偶.力 A 和巧 所在平面称为力偶平面 ， 2个力的作用线之间的距 
离 d 称为力偶臂 (d 一 0). 

力偶的主矩不依赖于计算矩的点的选择.事实上,我们任选空间点0 ( 图 72) 并 
求巧和灼对这点的 主矩： 

Mo = ri x Fi + r 2 x F 2 = —n x F 2 + r 2 x F 2 

= ( V 2 — Ti ) X F2 = d X F2 . 

由此可见 m 0 不依赖于 o 点的选择. 

向量积 M = dxF 2 称为力偶矩.向量 M 垂直于力偶平面,从向量 M 的顶端 
看，向 量巧和 巧是逆时针方向.如果 A 和巧的大小为则 M = Fd . 力偶矩 
是自由向量,从下面定理可以看出，力偶矩完全确定了力偶对刚体的作用. 

定理 力偶没有合力. 

证明 假设不然，存在使得 ( F u F 2 ) 〜 IT , 在的作用线上任取一点 O . 
根据作用在刚体上的力系等效判据 (66), 力系（巧,巧）对 O 点的主矩、 M 0 应逢等 
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于力 R * 对该点的矩，即应该等于零.但是 M 0 等于力偶矩,不等于零.这个矛盾证 
明了定理的正确性. 口 

定理 力偶矩相等的两个力偶是等效的. 

证明 由第66小节中关于作用在刚体上的力系等效的定理立刻就可以得到这 

个定理，这是因为2个力偶的主向量相等（都等于零)，主矩（即力偶矩）也相等 .口 

♦ 

推论1如果不改变力偶矩的大小和方向，作用在刚体上的力偶可以用共面的 
力偶代替. 


推论2作用在刚体上的力偶可以平移到与力偶平面平行的平面内. 


定理 力偶矩等于 Mi(i = 1,2,... , n ) 的力偶系等效于一个力偶，其力偶矩 M 

等于： 

= A^fi + iVf 2 + • • • + A ^ f n . (7) 

证明 这个定理是第 66 小节中关于作用在刚体上的力系等效的定理的直接推 
论. □ 

因为对于力偶系有= 0,故刚体平衡条件 （1) 变为向量等式 M = 0,该向 
量等式在公式 （7) 的基础上可以写成下面3个标量方程 


71 71 71 

= 办 = 0 , ^M iz = 0. ( 8 ) 

2=1 2=1 2=1 

如果所有力偶都在一个平面内或者位于平行平面内，则平衡条件可以写成一个 
标量方程.例如,如果力偶都垂直于 Oz 轴,则平衡条件就是 （8) 的最后一个方程. 


例1 在多面体的各面上作用力偶，其力偶矩正比于相应面的面积，方向垂直于 
相应的面，并指向多面体内,‘试证明这个力偶系是平衡力系. 

设 S 是某个面的面积，而 M 是相应力偶的力偶矩大小，那么 M = fcS ， 其中 k 
是比例系数 （fc > 0), 它对所有面都相等. 

作用在此面上的力偶可以用等效力系来代替，这些力作用在该面的每条边上，如 
果从外法线方向看，它们是顺时针方向.这些力的大小都等于 l / 2 ka , 其中 a 是相应 
的边长. 

如果对每个力偶重复这个过程，则沿着多面体的每个棱边都有2个大小相等方 
向相反的力.因此，作用在该多面体上的力偶系是平衡力系. 

71. 泊松定理 前面几小节研究了作用在刚体上的力系简化问题,包括汇交力 
系、平行力系和力偶系，现在我们来研究一般力系的简化问题. 
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定理（泊松定理） 作用在刚体上的任意力系等效于由一个力和一个力偶组成的 
力系，这个力过刚体上的某个点0 (简化中心）且等于原力系的主向量 fl , 这个力偶 
的力偶矩等于原力系对 O 点的主矩. 

这个定理的正确性直接由关于作用在刚体上的力系等效的定理（见第66小节）得到. 


推论1 (力的平行搬移） 作用在刚体上某点的力等效于作用在刚体上另一个点 
的同一个力和一个力偶，该力偶的力偶矩等于原来的力对新的作用点的矩. 


例 1 力 F 作用在刚体上 A (2,2,2) 点，其分 量为风 =1, F y = -2, F Z = S . 
不改变力的作用，试将其搬移到新的作用点 5(-1, 4, 2). 

给定力对 B 点的矩有分量 714 = — 6, My = -9, = -4. 

于是,搬移的结果变为力 JP 和一个力偶，其中力偶矩大小等于 M = ^/133, 方向 
余弦为 


6 9 4 

v / T 33 , _ v / 133 , _ \/133* 


72. 静力学不变置 • 动力学螺旋 力系的主向量 H 是力系中所有力的和,不依 
赖于简化中心的选择.向量称为 静力学第一不 变量,狭义上也称向量 H 大小的平 
方为静力学第一不 变量： 


h = R 2 x + R 2 y + R 2 z . (9) 

力系的主矩依赖于简化中心的选择，作用在刚体上的力系对于2个不同简化中 
心的主矩之间的关系由公式 （5) 确定.由此公式可得，力系的主矩和主向量的标量 
积不依赖于简化中心的选择，这个标量积 

I 2 = M 0 -R (10) 


称为静力学第二不变量. 

静力学不变量的存在表明，力系主矩在主向量方向的投影不依赖于简化中 
心的选择. 

动力学螺旋 是指力和力偶构成的力系，其中力偶矩与力共线.根据泊松定理（第 
71小节)，任何力系都可以简化为力和力偶.这就引起疑问：是否可以选择简化中心 
使泊松定理中提到的力偶的平面垂直于主向量，即力系简化为动力学螺旋？ 

定理 如果静力学第二不变量不为拿，则力系可以简化为动力学螺旋. 

证明 假设对于某个简化中心0, 力系简化为力 R 和力偶，其中力偶矩 M 0 
等于力系对 O 点的主矩.以 O 为原点建立笛卡儿直角坐标系，设 R x ， Ry ， R z 和 
M x , M y , M z 分别是主向量和主矩在坐标轴上的投影. 
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设 0* 是新的简化中心（图 73 ),而 



y . 



是其坐 


标，为了证明定理，只需证明可以选择简化中心 o * 使 
得主矩和 h 共线： 


Mo 


寧 


pR . 


由 (9)-(1!) 可知 p 不为零: 


V 


h 


( 11 ) 



图 73 


其中 J 2 不为零是定理的条件. 

利用公式 （5) 将 （11) 重新写成下面等式 


Mq + 0*0 x R = pR . (12) 


这个等式确定的不是一个点 o *, 而是一条直线，简化中心选在该直线上，力系就简 
化为动力学螺旋.将 （12) 写成标量形式为 


^Ox + (zRy 


yRz ) 




之凡 c ) 


A/oz + iyRx 


xR y ) 


Rx 


Ry 


R z 


V 


(13) 


直线 （13) 称为力系的中 心轴. 如果 p > 0则动力学螺旋称为右 螺旋， 如果 p < 0则 

称为左螺旋. 口 

73•力 系简化的特殊情况 假设 J 2 = 0但 A # 0,这可能是 M 0 = 0或者 M 0 
和丑垂直.根据作用在刚体上的力系等效判据，这2种情况下的力系都可以简化为 
合力，合力位于公式 （13) 确定的直线上 （p = 0). 特别地,如果 M o = 0 则合力通过 
O 点. 

假设/2 = /i = 0但 Mo _ 0,这时力系简化为力偶,其力偶矩等于 Mo . 

最后,如果 I2 = Ii = 0 并且 iWo = 0,则力系是平衡 力系. 

在下面的表中给出了作用在刚体上的力系简化的各种可能情况，为了比较，表 
的最后一列给出了与刚体运动学中的相似性. 


Afo * R 

R 

Mo 

简化情况 

运动学的相似性 

笋0 

7^0 

7^0 

动力学螺旋 

瞬时螺旋运动（运动学螺旋） 

= 0 

^0 

^0 

合力 

瞬时转动 

= 0 

= 0 

^0 

力偶 

瞬时平动 

= 0 

= 0 

= 0 

平衡力系 

静止 


练习题 2试证明平面力系和空间平行力系不可能简化为动力学螺旋. 
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例 1在刚体上作用有力 系：巧 = 1 N ， 方向沿着 Oz 轴； F 2 = 1 N ， 方向平行于 
Oy 轴，如图74所示，其中04 = lm . 试将这个力系简化为最简单的形式，并求作用 
在 O 点的最小的第3个力，这3个力可以简化为合力. 



主向量和主矩为兒= (0,1,1) 和 M & = (0,0，1),计 
算静力学不变量 ①： ii = il 2 = 2, I2 — Aio • = 1.因 

为 J 2 笋 0,力系（巧，灼）可以简化为动力学 螺旋. 螺旋参数 
p = l 2 ji x = 1 / 2 . 对于动力学螺旋的力偶矩有 M f = pR f = 
( 0 , 1 / 2 , 1 / 2 ). • 

中心轴方程 （13) 的形式为 

z — y x 1 — x 1 

0 = I = 1 = 2 ， 


或者 z = y , x = 1/2. 中心轴通过线段 QA 的中点，垂直于 Oa ; 轴，与 O ? /和 Oz 轴 


成 7 r /4 角. 

如果在坐标原点作用力巧， K = ( X y Y , Z ), 则主矩不变，而主向量变为及= 
( X f Y - hl , Z - hl ). 

由新力系可以简化为合力的条件 M 0 .il = 0得到等式 Z-hl = 0 , 即 Z = -1, 因 
此力朽 = ( x , r ,- i ), 其中的是任意的•当 x = y = o 时 f 3 = vx 2 + y 2 +1 
有最小值，由此可得巧= -Fi. 



①译 者注： 原文此处有错，已更正. 


第五章 


质量几何 

r 


§ 1 . 质心 • 惯性矩 

74. 质心 我们考虑质点系 R (1/ = 1,2,…， TV ), 设是质卑尺的质量 , rv 
是质点 A 相 对某个坐标系 Oxyz 原点的向径. 

系统的质心是指空间中的几何点 C , 其向径为 



其中 M 是系统的质量 

N 

M = 

i/=i 

系统的质心也称为惯性中心. 

75. 系统对轴的惯性矩 • 回转半 径设恳点到某个轴 u 的距离等于称 


N 

Ju = ^2 

U=1 



为系统相对轴 U 的惯性矩. 

惯性矩人可以写成 Mp 2 的形式，正数 p 称为系统相对 U 轴的回转半径. 

评注 1在具体问题中求连续体的质心和惯性矩时， r c ， M ， J u 公式中的求和变 
为积分. 
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练习题 1系统相对 O 点的极惯性矩是指 

N 

i/=i 


试证明系统的质心是极惯性矩最小的空间点.由此推出，质心在空间中的位置不依 
赖于具体坐标系的选择. 


例 1计算质量为 m 、 榜边长为 a , 6, c 的均勾立方体相对于过其质心平行于棵 
边的直线的惯性矩. 



设坐标系 Oxyz 的原点位于立方体质心，坐标轴平 
行于立方体的相应楞边（图 75), 将立方体划分为质量为 
dm 、 棵边长为 dx , dy , dz 的小立方体微元，那么 


dm = - r - dxdydz . 

abc 

设 a ;, y , z 是微元的坐标，先计算积分 



12 


ma 


类似地，有 


和 

于是可以得到惯性矩 



12 


mb 2 



Jx = I + z2 ) dm = 告 m ( &2 + C 2 ), 

= J ( z<2 + x 2 )dm = — ^(c 2 -h a 2 ), 

J z = J(x 2 + y 2 )dm = j^m(a 2 + b 2 ). 

如果求长为 a 的均勾细杆相对于垂直于杆且过杆中轴线的 z 轴的惯性矩，则可 
以在上面第 3 个式子中令 6 = 0 得到，即 

J z = ma 2 /12. 
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例2 求均勾圆管对其旋转轴的惯性矩，圆管的质量为 m 、 内半径为 r 、 外半径 


为丑（图 76 ). 


取质量为 dm 、 由半径为 p 和 p + dp 的2个同心圆柱围成 


R 


9 


dp 


_元，那么 


dm 




( R 2 


r 2 )H 


2 tt pH - dp 


2 mpdp 


R 2 — r 2 


Jz 



p 2 dm = 


2 m 


R 2 


r 



R 


P 3 dp 


2 


m ( i ? 2 + r 2 ) 


当 r 




0 时可以得到圆柱对其转轴的惯性矩 


Jz 



R 2 /2. 


I 


H 


I i I 

辦、 


例 3 求质量为 m 半径为丑的均勾球对其直径的惯性矩. 


图76 


以球心为坐标原点建立坐标系 Oxyz , 由对称性知： 


Jy 


J z . 将球对直径的 


惯性矩记为那么有 


3 J 


Jx H" Jy H" Jz 


2 J ( x 2 + 2/ 2 + z 2 )d 



取质量为 dm 、 由半径为 p 和 p + dp 的 2 个同心球围成的微元，有 


dm = 


4鄉 4 * 


3 m 


p 2 dp . 


因此有 



2 

3 


J ( x 2 + " 2 + z 2 )dm =誉 


3 m 


R 


p 4 dp 


2 


5 


mR 2 


例 4求质量为 m 底面半径为丑的圆锥对其轴的惯性矩. 
取厚度为 dz 平行于底面的圆盘为微元 dm , 微元与底 


面距离为 Z (图打)，于是有 


dm 




R 2 h /3 



(ft — z)R 


h 


dz 


3 m 


(h 


z) 2 dz 


dz 


h 


以及 


Jz 



(ft — z)R 


2 


h 


dm 


3 mR 2 


2/ i 5 



h 


(h — z) 4 d 



3 

10 


mR 2 . 


图 77 


76. 对平行轴的惯性矩 


显然惯性矩依赖于轴 



的选择,下面我们来研究相对 


于相互平行的轴的惯性矩之间的关系.首先证明，如果 j c 是相对于过系统质心的某 
个轴的惯性矩,则相对于平行于该轴的任意轴的惯性矩八为 


Ju = Jc + Md 2 , 


( 2 ) 
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其中 d 是2个轴之间的距离®.事实上,将坐标原点取为系统质心 C , 坐标轴 Cz 沿 
着惯性矩而对应的轴，而 C 2/ 轴垂直于 u 轴（图 78), 于是 


N 

J u = Yl 

i/=i 



N N / N \ 

= 〉: th v (x^, ~\~ y^) - 2 d 〉: TR v y u H- ( 〉: uii ， J . 

l/=l v—\ \^=1 / 


上面等式右端第 1 个和就是 J C ; 第2个和等于零,这是因为它等于 Myc , 而对于所 
选坐标系有 2 / c = 0;第3个和等于系统质量 M . 这就证明了 （2). 

由公式 （2) 可以得到相对于任意2个平行轴^和^的惯性矩的关 系式： 


人1 = 人2 + ^ (^1 一 


其中也和办分另 1 j 为轴^1和^2到质心的距离. 

例1计算长为 a 质量为 m 的均质细杆相对于垂直于杆并过杆端点的/轴的 
惯性矩（图 79). 

因为（参见第 75 小节中例 1) 々7 = ma 2 / l 2 , 故 

J z > = Jc + m ( a / 2) 2 = ma 2 /3. 



§2. 惯性张量与惯性椭球 

77. 相对过同一点的不同轴的惯性矩 设轴 u 经过坐标系 Oxyz 的原点，其与 

4 

Ox ， Oy ， Oz 轴夹角的余弦分另 1 J 为 a,/?,7 ( 图⑹)，于是 

N N 

J u =J2 m ^ = Yl m u [{x 2 v -\-yl~\- zl) - {x u a-\- y u (3 + z v ^) 2 } 

U =\ U ~1 

N 

=^2 m "[(i — a<2 ) x l + (i 一 ^ 2 )yl + (! - l 2 ) z l - ^ OLj 3 x u y u - 2 ajx l / z l/ - 2/37^^]. 


©这个结论称为惠更斯-施泰那定理. 


[78】 


§2. 惯性张置与惯性椭球 


•97 • 


利用恒等式 a 2 + /? 2 + 7 2 = 1，将 1 - a 2 , 1 — /? 2 ,1 - 7 2 分另 IJ 用 /? 2 + 7 2 , Q ； 2 + 7 2 , a 2 + /? 2 
代替，并合并方括号内的同类项得 

Ju — + 八 /? 2 + Jz 千 一 2J X yC^P — 2J X z° i/ y ~ Uyzl^U ⑴ 


其中引入了下面的记号： 

N N N 

Jx = > : ^ v{yt + :3)，八 = > : Jz = > : + 2/3)， （2) 

U =1 U = 1 U =1 


N 


Jxy 



Tfti / Xj / yj / 


Jx 


z 


N 

— 〉 ^ TTli / Xj / Zi /^ 


N 

Jyz = ^ TTlj/yj/Zi/. 

U =1 


(3) 


显然 （2) 和 （3) 不依赖于轴 u 的选择 .（2) 中各量称为轴惯性矩：人是对 Ox 轴的惯 
性矩 ，八 是对0^/轴的惯性矩， J z 是对〜轴的惯性矩 . ⑶中各量称为离心惯性矩. 
轴惯性矩是系统绕相应轴转动时的惯性度量，离心惯性矩可以理解为系统质量非平 
衡性的 度量： 它们描述系统相对坐标平面质量分布的非对称性. 

轴惯性矩和离心惯性矩对于不同的点0是不同的，当坐标系绕0点转动时它 
们也会改变.可以证明，转动时 （2) 和 （3) 中的量按照二阶对称张量确定的公式变化， 


矩阵 



确定的二阶张量，称为系统相对0点的惯性张量 • 


⑷ 


78. 惯性椭球 • 惯性主轴 公式 （1) 有明确的几何解释.在轴 u 上截出线段 


OiV (图80)，其长度为 


ON 


1 /A 


我们来求点 N ( x , y , z ) 的几何 位置. 显然有 


a = y J u ^y 

7 


/? 




V JuV 


\ * 


将这些代入公式 （1) 得 



H" JyU + Jz^ 


2 


UxyXy 




^ JyzV ^ 


1. 


⑸ 


二次曲面 （5) 是椭球，事实上因为 J U >S > 0,线段 OAT 长度是有限的.上述情 
况的特例是系统所有点位于一条直线上（如无限细的杆的情况)，这时惯 性矩人 = 0, 
惯性椭球退化为圆柱. 
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椭球 （5) 称为系统对 O 点的惯性椭球,在坐标系 Oxyz 转动时惯性椭球方程发 
生改变,惯性椭球的主轴称为系统对0点的惯性主轴.在坐标轴与惯性主轴重合的 
坐标系中，方程 （5) 的形式为 

Axl + Byl + Czl = 1 . ( 6 ) 

在这个坐标系中离心惯性矩等于零：= Jx m z m = 八 . z . = 0,而 A,B,C 是相应于 
主轴的惯性矩，称为系统对0点的主惯性矩.如果0点与系统质心 

重合，则 Ox ； Oy 、 Oz * 称为中 心惯性主轴， 称为中 心主惯 性矩. 

由解析几何可知，对任意椭球都存在主轴， A , B , C 就是矩阵 （4) 的特征值，如 
果它们各不相同，则主轴是唯一确定的.如果对0点的惯性椭球是关于0〜的旋 
转椭球，则主轴可以选0〜轴和位于椭球赤道平面内的任意2个垂直的轴.如果 

A = B = C, 则所有过0点的轴都是惯性主轴. 

如果有了对0点的惯性椭球，则对任意轴 u 的惯性矩就等于 l/ON\ 其中 OAT 
是连接0点和轴〃与椭球交点的线段.相对椭球最短轴的惯性矩最大，相对椭球最 
长轴的惯性矩最小. 

4 

评注 2 假设选择某坐标系 Oxyz 使得 3 个离心惯性矩中只有 2 个等于零，例 
如人 z = J yz =0 ^L J xy ^ 0, 我们来证明 Oz 轴是主轴.为此需要证明，将坐标系 
Oxyz 转动一个角度 a 得到坐标系 OxWz 后， 所有的离心惯性矩都等于零.事实上, 
假设坐标系 Ox ’ y’z 是由坐标系 Oxyz 逆时针（从 Oz 轴正向往下看）转动一个角度 
a 得到的，那么尺点在2个坐标系中的坐标满足下面关系 
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N 


N 


2 


^rn v (xl 


y ^) I sin 2 a + E m v x u y v I cos 2 a 


可以发现①, 


N 


^2rn u (xl 


yl ) 





Jx. 


令人 


0 得到关于角度 a 的方程: 


2 


(Jy 


J x ) sin 2 a + J xy cos 2 a 


0 


如果人 = 八，则 o ： = 7 r /4； 如果 Jx _ jy ，则 



- arctan 
2 


Uxy 



Jx 


因此 Oz 轴是惯性主轴. 

练习题 2 试证明，如果底面半径为 R 高为 h 的均质圆锥满足关系式 R = 2 h , 
則 圆锥对其顶点的惯性椭球是球. 

练习题 3 证明： 1) 惯性主轴对其上所有点都是主轴当且仅当该轴是中心惯性 
主轴； 2) 如果系统有质量对称轴，则该轴是中心惯性 主轴； 3) 如果系统有质量对称 
面，则任意垂直于该平面的直线是系统对该直线与对称面交点的惯性 主轴； 4) 对于 
均质旋转体，旋转轴和任意2个相互垂直并垂直于旋转轴的轴构成惯性主轴系. 

79. 主惯性矩的性质 不是所有椭球都可以当作惯性椭球，事实上，如果取 Ox *， 
Oy , , Oz , 为对0点的惯性主轴，则惯性椭球的方程具有 （6) 的形式，其中 


N N N 

a = Y1 m ^y 2 ^ + A), b = ^2 «+ 工 L), c = ^2 +1). 

l/=l U=1 U=1 

主惯性矩（其实，轴惯性矩 （2) 也是）满足三角不 等式： 

♦ 

A + B^C, A + C^B, B + C^A. ( 8 ) 


我 们来验证这些不等式中的第 1 个: 

N 


A + B 









并且等号成立仅当系统的所有点位于平面 Oaw 内，即对所有的 p 都有 ‘ = o . 第 
2和第3个不等式可以类似地验证. 

①译者 注：原 文下式¥错，已更正. 
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为了给岀惯性矩允许取值范围的几何解释，引入 


记号〜 
形式 




A / B , 0c 




C/B. 不等式 （ 8 ) 可以写成下面 


0 a + 1 彡沒 c ， 0 a + 沒 1 + Oc^Oa^ 


参数允许取值区域在图 81 上用阴影表示，是位于 


平行直线〜+ 


图 81 


0 C 和 1 + 0 C =〜之间以及直线 


0 a + 0 c 


1 右上方的无穷大带状区域.参数允许取值 


区域的 边界〜 


0 c ^ + 0 c 


沒 A 和心+ On 


相应于位于 Ox ^ z ^ 和 


Oy ^ 平面内的质点系.图 81 上的点 （ 1,0), 点 （ 0, 1), 直线 6U + 1 
上无穷远点，相应于位于 0 ^， 0 心和 0 ?/* 轴上的质点系. 


〜和 1 + ^c 


e A 


练习题 4 试证明，元素 Jij ( i,j 


1 ， 2 , 3 ; 


Jji ) 构成的对称矩阵可以看作 


实际刚体惯性张量矩阵当且仅当下面不等式同时成立①: 


xi > 0 ? 


X\X2 


2 


Jl 2 > 0, 


XiX 2 Xs 


X 1^23 ~ x 2^13 — ^ 3^12 


2 Ji 2 J13J23 > 0 , 


其中 


Xl = 


J22 + J33 — Jll 

2 


X2 = 


J11 H - J33 — J22 

2 


X 3 = 


Jll + J22 — 』33 

2 


①参 见： IleHbKOB B. M .， CapM^eB B. A. OnTMMM 3 aunH rpaBHTauMOHHOH CHCTeMbi CTa6w- 

jiH 3 aixHH cnyTHHKOB c o;HOCTeneHHtiM no;BecoM Ha cjia 6 o 9 JiJiHnTH^ecKOH op 6 wTe, M •: Mh-t 

npHKJiaAHoii MaTeMaTHKH AH CCCP ， npenpHHT 90, 1974. 


第六章 


动力学基本定理与定律 


§1. 力学系统的基本动力学量 

80. 系统动置 力学系统的动量是指向量 

N 

~~ > 二 TTli/Vi/ • 

u=l 

N N 

由于 Mrc = 因此有 Mvc = ^ jm v v v = Q ，于是 

U =1 1/=1 

Q = Mvc, 

即系统的动量等于系统的质量乘以质心速度. 

81. 系统动置的主矩（动置矩） 设 pp 是系统的质 

点尺相对某个点4的向径，而4点称为矩心(图 82) .质 
点 尺相 对矩心4的动量矩是指向量 

t^i/A ~~ Pu ^ TTli/Vi/. 

质点尺相对轴的动量矩是指质点相对在该轴上任 
选点为矩心的动量矩在该轴上的投影.相对轴的动量矩 
不依赖于在该轴上矩心的选择，这个证明完全类似于在 
第49小节中力对轴 的矩. 
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系统动量相对矩心 A 的主矩（动量矩） 是指向量 


= W Pv X Tfl v V v . (3) 

V—\ 

系统相对轴的动量主矩（动量矩）是指系统动量相对在该轴上任选点为矩心的 
主矩在该轴上的投影. 

改变矩心也会改变系统的动量矩.下面推导系统相对2个不同的矩心4和5 
的动量矩之间的关系，设 P 以和/是质点尺相对矩心4和 B 的向径，那么 




x m.jV 


5 > 以 +_ 



N N 

=^ p V A x m v v v + BA x ^2 m uVu = Ka + BA x Q , 

U =1 U =1 


即 


K b = K a + BAx Q. (4) 

接下来研究系统相对任意矩心和相对质心的动量矩之间的关系.首先介绍在这 
里和今后都非常重要的概念：系统相对质心的运动，这个运动是指系统质点相对以 
质心为原点的平动坐标系的运动，这个坐标系也称为柯尼希坐标系. 

下面证明，系统相对质心 C 的绝对动量矩等于相对 C 的相对动量矩 K C r 
事实上，设是质心的绝对速度，％是系统质点 Pp 的绝对速度， Wr 是系统质点 
P v 相对质心运动‘的速度.由于柯尼希坐标系作平动，系统所有点的牵连速度都等于 

因此质点恳的绝对速度由下面公式确定 


^1/ — 幻 (7 + ^UT • 

® Put 是质点 A 相对质心的向径，那么 



现在计算系统相对 C 点的绝对动量矩: 


⑸ 


⑹ 



Kc = ^2 P 仍 

U=1 


X TTti/^Vi/ 



x m u (vc + v UT ) 



N 

X vc H- pvr 



⑺ 
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因为在柯尼希坐标系中质心位于坐标原点 （PCr = 0), 所以 Yl^=l m vpvx = Mpa = 0, 
再由⑹和⑺可得= Kcr . 

注意到 

N 

m u v ul = Mvct = 0 , 

i/=i ， 

即在相对质心的运动中系统的动量等于零，由 （4) 可得，在相对质心的运动中系统对 
空间任意点的动量矩都等于 

假设0为质心，系统对矩心0的动量矩等于系统的相对动量矩(对空间任意点 
都相同）加上向量 Q 对矩心0的矩. 


82. 定点运动刚体的动置矩 以刚体的固定点为原点建立坐标系 Oxyz 并且坐 
标轴相对刚体不动.设~是刚体的质点 A 相对坐标原点的向径，在 Ox ， Oy，Oz 
轴上的投影表示为 刚体瞬时角速度在 Ox ， Oy,Oz 轴上的投影表示为 

Pi ( hr . 

我们计算刚体相对0点的动量矩.考虑到叉点的速度〜等于 u ; x 〜，有 



x rriuV 


N 

〉: Pv 乂 THj/ (UJ X Pu) = 〉: X (W X Pj/) 


N 


利用 3 个向量混合积公式 ax ( bxc ) = b(a - c ) - c(a - 6) 可以将的表达式 
重新写成 


N 


N 


Ko 




^2 






Pv)Pv 


=1 


N 


N 


^2 m A x l +w+ z l)^ - ^2 + ^ + rz ^)p 


=i 


由此可得向量 Ko 在 Ox 轴上的 投影: 


N 


N 


Ko 



m u {xl + W + zl)p- ^2 + QV^ + rz u )x u 


=i 


N 


N 


N 


^2m^{yl + zl))p- J2 TTti/Xi/yi/ 




rriuXuZ^ r 


类似地可以写出投影和的表达式.利用第77小节中关于轴惯性矩 
和离心惯性矩的公式，最终得 


Ko 


JxP 


JxyQ 




Ko 


y 


JxyP JyQ 


Jyz 『， 


⑻ 



• 104 • 


第六章动力学基本定理与定律 


[83] 


~ 一 JxzV — JyzQ "I - Jz『• 


利用确定刚体对0点惯性张量的矩阵 J (参见第77小节)，这些公式可以写得 
更紧凑 

K 0 = Jo ;. (9) 

特别地，当 Ox ， Oy ， Oz 是对0点的惯性主轴时，矩阵 J 是对角的，其对角元素 
是刚体对0点的主惯性矩，即人= A , J y = B , J Z = C , 这时有 


Kox = Ko y = Bq , Ko z = Cr . (10) 

如果刚体绕固定轴转动，例如绕〜轴转动，贝 ！ J p = g = 0且根据⑻有 


Kq x ~~ 一 Jxz ^) K()y = — Jyz ^ 5 Koz = 


( 11 ) 


由 （11) 可知，在刚体定轴转动时,动量矩与转动轴的方向一般是不同的，它们重合的 
充分必要条件是转动轴是刚体的惯性主轴. 

83. 系统 动能. 柯尼希定理 系统的动能是指 



( 12 ) 


在计算动能时经常用到下面 定理： 

定理 系统的动能等于位于系统质心处且具有系统质量的质点的动能，再加上 
系统相对质心运动的动能. 

证明 根据 （5) 和（ I 2 )有 


1 w 

T = -^2 m u ( v c -\- v UT ) 

1 jy=l 




N 




i i n 

=^Mvc + Mv C t - VC +. - ^2 

U=1 


因为质心的相对速度 Mr 等于零,所以有 



1 ^ 



(13) 


定理得证. 


□ 
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84. 定点运动刚体的 动能设 Oxyz 是与刚体固连的坐标系，原点位于刚体的 
固定点 0. 又设刚体的瞬时角速度 o ; 方向沿着轴％该轴与坐标轴 Ox ， Oy ， Oz 的夹 
角的余弦分别为 oth 那么角速度 o ; 在坐标轴 Ox ， Oy ， Oz 上的投影分别等于 


V 


= u;a, 




如果4是恳点到轴 u 的距离 ，则％ = u ；4, 刚体动能有如下形式 



(14) 


(15) 


其中人是刚体相对轴^的惯性矩.将第77小节中人的表达式⑴代入（15)，再利 
用公式 （14) 最终得到 

T = + Jyf ~j~ J Z T^^ 一 JxyPQ — JxzP^ _ JyzQ^- (16) 

如果 Ox ， Oy，Oz 是刚体对 O 点的惯性主轴，则公式 （16) 有下面形式 

r=^V + Bg 2 + Cr 2 )， （17) 

其中是刚体相对 Ox ， Oy，Oz 轴的惯 性矩. 

对于_ Oz 轴作定轴转动的刚体，公式 （16) 将更加简化，因为这时 p = q = 

0, \ r \ — uj , 所以有 

T = ^ J z u 2 . (18) 

评注 1刚体瞬时角速度 o ; 和相对固定点0的动量矩之间存在简单的几何关 

i 

系，事实上，由公式 （8) 和 （16) 可知 

T =\{ K 0 ^). (19) 

由运动刚体的动能是在的可知，向量 Ko 和 o ; 之间的夹角总是锐角.当2个向量 
Ko 和 o ; 之中有一个方向给定，可以利用公式 （19) 求出另一个的方向 • 

练习题 1假设已知刚体对固定点0的惯性椭球以及瞬时角速度，求刚体对0 
点的动量矩的大小和方向. 


§2. 系统动力学基本定理 

85. 关于动力学定理与定律的一般评述 我们研究质点系尺卜=1,2,…， 
N ) 在某个惯性坐标系中的运动.设77^是的质量， Pi / 是 A 对坐标原点的向 
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径，如果系统是非自由的，则除了作用在系统上的主动力，还要考虑约束反力.如果 
将作用在系统上的所有力分为外力和内力，则由牛顿定律得到系统的运动微分方程 

+ Fjp ( i / = 1,2, •. • , AT ), (1) 

其中 W 是尺在惯性参考系中的加速度， it (e) 和分别是作用在尺点的所有 
外力的合力和所有内力的合力. 。 

为了研究运动，必须在给定初始条件下求解方程组 （1) 得到 rv 依赖于时间的关 
系.在多数情况下这是不可能的，特别是当方程数很大时. 

然而，在实际研究运动时经常不需要研究方程组（1)，只需知道某些量随时间的 
变化，这些量对整个系统具有一般性，是坐标和速度（也可能包括时间）的函数.如 
果该函数在系统运动过程中保持常数，则称之为运 动方程 (1) 的第一积分. 利用第一 
积分可以简化研究运动的问题，有时还可以完全求解问题. 

最常用于获得方程组 （1) 第一积分的方法的基础是研究基本动力学量：动量、动 
量矩和动能，这些量随时间的变化以直接从方程组 （1) 得到的动力学基本定理来描 
述.某些基本动力学量保持为常量的定理称为守恒定律. 

86. 动置定理 将方程组 （1) 求和得 



( 2 ) 


等式 （2) 右边第、1个和等于外力主向量根据牛顿第三定律系统的内力两两等 
值反向，所以第2个和等于零.考虑到系统每个质点的质量是常数，方程组⑴可以 
写成 

f ⑶ 

这个等式给岀了系统动量 定理： 系统动量随时间的变化率等于系统的外力主 
向量. — 

这个定理可以写成积分形式：将方程 （3) 两边从 h 到积分得 


AQ = Q 2 -Qi = 广 R( e) dt. (4) 

Jti 

公式 （4) 右边的积分称为在时间 t 2 - h 内 的外力冲量， 于是， 动量在有限时间内的 
增量等于该时间内外力的冲量. 

动量定理微分形式还有另一种表达.由于 Q = Mvc , 其中 iW 是系统的质量 ， vcr 
是质心的速度，考虑到 M 是常数， （3) 可以写成 


= H ⑷. 


⑻ 



[86】 


§2. 系统动力学基本定理 


• 107 • 


这个等式意味着， 系统质心的运动就好像系统全部质量集中在质心形成的质点， 
在等于系统外力主向量的力作用下运动. 这个结论称为质心（惯性中心）运动定理. 

如果系统是封闭的，则 H ( e ) = 0,由 （3) 可得动量守恒定律： 封闭系统在运动中 
其动量保持为常量. 在公式 （5) 的基础上动量守恒定律也可以表 述为： 封闭系统质 
心的速度是常量. 显然这些结论对于非封闭的但是 = 0的系统也是正确的. 

将向量 Q 向坐标轴投影，由动量守恒定律可得3个第一积分 


或者 


Qx = Qy = ^ 2 , Qz = ^ 3 ? 

xc = yc = 彡 07 = 4 , 


其中 Qx . Qy.Qz fn xc ^ c.zc 分别是系统的动量和质心速度在 Ox ， Oy，Oz 轴上的 
投影，而 (i = 1,2,3) 是常数. 

如果外力主向量在某一个轴，例如 Oo : 轴上投影为零，则有1个第一积分 

Q x — const 或 xc — const . 


例1 两个人站在绝对光滑的水平面上，相互的距离为 a ， 其中一人抛出 1 个质 
量为 m 的球，另一人经过 f 秒后接到球.如果抛球人质量为 M ， 他将以什么速度开 
始沿着水平面滑动. 

因为平面是绝对光滑的，故4力（重力和平面的约束反力）的主向量的水平方向 
分量等于零.由此可知，由抛球人和球组成的系统的动量在平面上投影为常量（由于 
在初始时刻系统静止，该常量等于零). 


设是抛球人在抛球后开始运动的速度，注意到系 
统质心绝对速度的水平分量等于 a / t ， 可得 


y 丰 


Mv 



m 


0. 


由此得 



ma 

Wt 





图 83 


例 2 两个质量相同的点按某种规律相互吸引，分别 
沿着 Oa : 轴和 Oy 轴从静止开始无摩擦地滑动（图 83 ). 

试证明无论引力规律如何，2个质点都同时到达坐标原点. 

作用在由2个质点组成的系统上的外力是 Oa : 和 Oy 
轴的约束反力和 JV 2 , 这 2 个力分别垂直于相应的坐 
标轴.由于每个质点被约束在相应的坐标轴上运动，因此有 iVi = F cos a , 

Fsina , 其中 F 是质点间引力的大小.外力主向量的分量为 - N 2 ，- N u 哀? H ( e ) 与 
以系统质心为起点以坐标原点为终点的向量而共线.因为 f = 0时系统静止，根据 


N 2 
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( F ^+ FP ). 


这个等式的最后一个和等于外力对 A 点的主矩 Mf (参见第50小节).根据 


图82计算得 


以及 


dpz / 

d 亡 


dr 

dt 


dr a 

d 亡 


Vu 


VA , 


N 




V 


Mvc 


于是可得 


dK A 

dt 


N 




va) x m v v v + M 


(e) 






xva^M 


( e ) _ Ti/T^ _ I 7l>r( e ) 


Mvc x va + . 



最终得 


dKA 

dt 


Mvc x va + M 


(e) 



⑺ 


如果 4 点不运动，则在系统运动过程中= 0,相对任意矩心的动量矩定理 （7) 变 
为下面常见的形式 


dKA 

dt 


M 


( e ) 



⑻ 


方程⑻给出了相对固定矩心的动量矩 定理： 系统相对固定矩心的动量矩对时间的 

导数等于系统的外力对该矩心的主矩. 


质心运动定理，点 C 在纟 > 0时将沿着过0点和质心初始位置的不变直线运动，因 
此2个质点同时到达坐标原点. 

87. 动量矩 定理设％是系统的质点 Py 在惯性参考系中的速度， rv 是/^相 
对坐标原点的向径（图 82). 设/为空间的任意点，它在运动过程中可以不与系统的 
任何质点重合，它可以是不动的，也可以是作任意运动的，用表示其在选定惯性 
系中的速度.设~是尺相对4点的向径，那么系统对4点的动量矩为 

N 

= 〉: Pv ^ TTij/Vj/. ( 6 ) 

z/=l 

将 （6) 两边对时间求导，考虑到是常数并利用 （1) 得 
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这个定理可以写成积分形 式：将 （8) 两边从 h 到积分得 

AK a = K A2 - K Ai = f 2 ⑼ 

Jti 

这个公式右边的积分称为时间 t 2 - t 1 内外 力的冲量矩. 可见， 在有限时间内系统相 

对固定矩心的动量矩的增量等于这段时间内外力对该矩心的冲量矩. 

如果系统是封闭的，则 M ^ e) = 0, 由⑻可得动量矩守恒 定律: 封闭 系统 在运动 

中，系统相对任意固定矩心的动量矩保持为 常量： 

K a = const . (10) 

如果是在相应坐标轴上的投影，则由 （10) 得下面3个第一积分 

J^-Ax = ^1, ^Ay = ^2, = C3, 

其中 Ci (i = 1,2,3) 是任意常数.这些第一积分不仅对封闭系统成立，有时当系统不 
是封闭的，但是在运动过程中对某个固定的矩心4总有 = 0时也成立. 

我们还可以发现，如果运动过程中 Mi e) = 0总成立，则积分 （10) 不仅在矩心 A 
不动的条件下存在，而且在更一般的情况下成立，只要在运动过程中，点4和 C 对 
坐标原点的向径 r A 和 r c 满足关系式 r A = arc + cx ， 其中 cx 是常向量， a 是常数. 
事实上，这时 va = ccvc ， 等式 （7) 右边第1项恒等于零，所以当 M ^ e) = 0 B 寸存在第 
~^积分 (10). 

上面讨论的固定矩心 A 的情况可以由此令 a = 0得到.如果 a = 1且 a = 0, 
则 r a = res 并且⑺有下面形式 


令=球 （11) 

由此可得，系统对固定矩心4和质心 C 的动量矩定理有相同的 形式： 方程左边是对 
点（固定矩心 A 或质心 C ) 的动量矩的导数，右边是外力对该点的主矩.可以发现， 
在方程 （11) 右边，系统对质心的绝对动量矩可以代替为系统对质心的相对动量 
^ K Cr (参见第82小节). 

设^是某个不动轴或者是过系统质心的某个动轴，由 （8) 和 （11)， 系统相对该 
轴的动量矩&满足下面的微分方程 

誓=破), ( 12 ) 

其中 Mi e ) 是外力对 u 轴的主矩.如果在运动过程中 Mi e) = 0,则有第一积分 


K u = const . 


最后这个结果有一般性，有下面结论. 


(13) 
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定理 设在运动过程中 Mi e) = 0,那么存在第一积分 （13) 的充分必要条件是系 
统质心速度和轴上任意点4的速度在垂直于该轴的平面上的投影，在运动过程中保 
持平行. 

证明 设 e 是轴 n 的单位向量，将等式 （7) 两边点乘向量 e 并考虑到 e 的大小 
是常数，得 

= M(vc x va ) - e -h M ^ e) - e . 

由于 • e = &， M \ e) • e ; Mi e \ 故上面等式可以写成 



= M(yc x va) • e 4 - M^ e ). 


如果 M 〗 e ) 三0,则是常数当且仅当 （ VC7 x VA ) • e 三 0. 如果将 u 轴取为& 

轴，则该条件等价于 

XA XC 
" — = - —, 
va yc 

即点4和 c 的速度在垂直于^轴的平面上投影平行，也正是需要证明的. 口 

例 1质量为 M 的均质圆锥，其对称轴固定且沿着竖直方向，顶点向上.沿着 
母线有一道细槽.圆锥以角速度0； 0 绕其轴转动，同时从顶点沿着细槽无初速度释放 
质量为 m 的小來当小球滑出细槽时，圆锥的角速度等于多少？ 

因为圆锥和小球组成的系统的外力对转轴没有力矩，系统对转轴的动量矩 
等于常数.在初始时刻 

在小球滑出细槽的时刻 


K z 


J z oj -f- mR 2 (j, 


其中 i ? 是圆锥底面半径，； 



10 


MR 2 是圆锥相对转轴的惯性矩.由等式 


Jz^O 


= J z oj + mR 



解得 


3 M 

3 M + lOm ^ 0 


例 2 质量为 M 半径为丑的细圆环位于光滑水平面上，质量为 m 的质点 A 以 
常速 v 沿着圆环运动.如果初始时刻质点和圆环都静止，求该系统在平面内的 运动. 
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因为外力主向量的水平分量等于零，初始时刻系统 
质心 C 静止，所以在系统后来的运动中质心保持静止. 
设 C 点到圆环中心0的距离为（图8 4 ) 


V 


D 


O 


B 


C 


A 


oc = 


c 点到 a 点的距离为 


AC 


M 


M + 


R . 


图 84 



因此， 圆 环中心 O 和质点 A 沿着以 C 为圆心的同心圆 运动， 并且 O 和4总是位于 
各自轨迹直径上 C 点的两边. 


为了确定圆环的角速度0；，才艮据外力对固定轴 Cz 的主矩等于零，系统相对该轴 


的动量矩为常数（等于零，这是因为初始时刻系统静止)，即有 


Jcc <; + miv + lj - AC ) - AC 




0 , 


其中 Jc 是圆环对 Cz 轴的惯性矩.因为圆环对平行于 Cz 的 Oz 轴的惯性矩等于 
MR 2 , 根据第76小节得 


Jc 


MR 2 + M . OC 


再利用上面给出的 AC 和 OC 的表达式得 


v m(M + m ) 

U = M 2 + 3 mM + 2 m 2 . 

上面得到的 o ; 的表达式中负号表明，如果从 Cz 轴的正向看，圆环的旋转方向是顺 
时针的. 


例 


两个薄圆盘1和2质量均为 mi ， 半径分别为 ri 和 r 2， 可以分别绕相互 


垂直的轴 Oq 和0勿转动（图 85). 圆盘1开始以角速度 a ; 转动，然后与静止圆盘 
2接触，接触点到圆盘1的转轴距离为 a . 经过若干时间，（考虑到摩擦 ） 2个圆盘开 
始稳定地无滑动地转动，求稳定转动时2个圆盘的角速度. 

为了求解这个问题，我们利用动量矩定理的积分形 个 


式.当 
等于 


0时圆盘1和2的动量矩和分别 


^Zi = Jzi^l 


K z 


0 , 


而在开始稳定转动后的△纟时刻有 



K Z1 


Jzi^l 


2 




Jz2 ^2 - 


图 85 


其中 咕 是稳定转动角速度的大小，而 J z 


2 


rriivl 是第 i 个圆盘相对 （f 


1 , 2 ) 
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的惯性矩.第1和第2个圆盘的动量矩增量分别为 - 0；) 和 J Z 2 0； 2 ,动量矩改 
变的原因是内接触点的摩擦力.对于2个圆盘，摩擦力大小 F 相同，它制动圆盘 
1而加速圆盘 2. 根据等式⑼有 



补充稳定转动的无滑动条件 




FdL 


0J\a — CJ2 厂 2, 

就得到了关于0；1,0；2 和的3个方程.求解得 


( jj \ = 



0J2 


miarl 


T2(m\rl + m 2 a 2 ) 



例 4质量为 m 半径为 a 的圆盘沿着水平面无滑动地 滚动. 圆盘的重心 C 到 
其几何中心的距离为6,圆盘对过 C 垂直于圆盘的轴的惯性矩等于 J c . 设 p 是线段 
OC 与竖直方向的夹角（图86)，试建立用角 P 随时间的变化表示的运动微分方程. 



为了求解该问题，我们利用 （7) 形式的动量矩定理. 
设 A 为圆盘与平面的切点轨迹（直线）上的点，由于没 
有滑动，点 A 的速度在坐标系 Axyz ( Ax , Ay 在图中画 
出了， As ; 轴垂直纸面指向读者）中有： v r A = (_，0,0). 
向量 AC 有分量： —6 sinp ，— a + b cos ( f , 0, AC 2 = a 2 + 
b 2 — 2 ab cos ip . 对于角速度 a ;， 质心速度 vc = a ; x AC 
以及圆盘对 4 点的动量矩有 

u) r = (0,0,(^), v f c = ((a — 6 cos (^)(^, —6 sin ^,0), 


K f A = (0,0, ( J c + mAC 2 ) ip ). 

外力对 A 点的主矩仅由重力产生： 

= (0, 0, — mgbsmip ). 

将向量方程 （7) 的两边向 Az 轴投影，可得用角 p 随时间的变化表示的运动微 
分方程： 


Jc + m ( a 2 + 6 2 — 2 abcos ( p)]<p + mabsin ( f ( p 2 - f - rngbsimp = 0. 


88. 动能定理. 设系统的质点&的向径为 rv ， 在惯性坐标系中运动产生的位 
移为 drv , 我们研究系统动能 T 的变化.因为 
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所以动能微分后有 



dT 






dt 



考虑到微分方程（1)，上面最后等式变为 


N 


dT 





N 


• drv + • dr 


d，>l( e ) + ⑴ 
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于是有 

(14) 

这个等式给岀了系统动能 定理： 系统动能的微分等于所有力的元功. 

需要强调的是，与前面2个基本定理不同，系统动能定理中涉及所 有力： 外力和 
内力.系统内2个质点之间的作用力大小相等方向相反不一定导致系统内力的元功 
d f A ^ 等于零.这是因为在计算功时质点的位移也很重要，2个相互作用的质点的位 
移不一^定相同. 

正像我们在第52小节中看到的，对于刚体来说内力的功等于零，所以公式 （14) 
对于刚体有简单的形式 

dT = dOl( e ). (15) 

将公式 （14) 两边从 h 到积分，可得动能定理的积分形式 

s 

AT = T 2 - Ti = f 2 cM ⑷ + / 2 ⑴， (16) 

Jtx Jti 

即系统动能在有限时间内的增量等于系统全部力在这段时间内所做 的功. 

设系统所有力（外力和内力）都有势并且势能 n 不显含时间，这时系统的力的 
元功是全微分（参见第5 2 小节） 

d’A (e) + cT 义⑴= — cffl. (17) 


由 （17) 和 （14) 得 


dT + dll = 0. 
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动能与势能之和称为系统的机械能.由上面等式得， 

E = T-\-U = h = const , (18) 

即如果系统所有力都有势且势能不显含时间，则系统在运动过程中其机械能保持常 
数 ①. 这 是机械能守恒定律， 等式 （18) 称 为能量积分. * 

可以发现，能量守恒定律不一定要求系统的所有力都有势，只需在系统的真实 
位移上做功不为零的力 有势. 例如，定常理想约束的反力做功等于零，如果其它力有 
势且势能不显含时间，则系统在运动过程中其机械能保持常数. 

例1 长为 Z 的均质细杆在竖直平面内绕 0 点的铰转动（图 87). 为使杆偏离竖 
直方向的最大角度达到 7 T /2, 杆的最低点的速度 v 应 该等于多少？除了重力和铰的 
约束反力以外，在杆上还作用有阻碍杆转动的常力矩 mconp. 

如果杆最低点的初始速度为则杆的初始角速度为 r / i . 设 m 为杆的质量，那 
么杆对转动轴的惯性矩等于 1/3 . ml 2 , 杆的初始动能等于 1/2 • 1/3 • mi 2 • ( v / l ) 2 . 

当杆运动到水平位置时重力做功为 — mgll 2, 而阻力做功为 -(7 r /2) m CC)rip . 利用 
动能定理的积分形式得 

1 2 1 , 7T 

— TTIV = ~TTtgl + ~77l CO np? 

由此进一步得 

v = + 7rm CO np/m). 



5 87 图88 


例2 在竖直螺栓上套一个重螺母，给定其角速度0；使之向上运动，求螺母能 
上升的高度.不考虑摩擦，螺栓半径为 r ， 蟬、距为 h , 螺母半径为丑（图 88). 


® 原文此处叙述有误，已修正. 
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i ^ Lv 是螺母沿着螺栓运动的初始速度，可以由比例关系得到 


V _ (jJ 

h 2 tt' 

# 

设螺母形状为圆柱内挖去半径为 r 的轴，如果 m 是螺母的质量，则其对螺栓轴的惯 
性矩等于 

J = ^ m ( R 2 -f r 2 ). 

设丑为螺母上升的高度，则由能量积分 


\rn(^)^\^\rn(R^r^ = rngH 


可得 


H 


UJ 


2 


4 g 



例 3圆柱可绕竖直轴转动，其表面上有一条光滑的螺 
旋槽，质量为 m 的小球可以看作质点，它沿着槽运动.假设圆柱质 
量与小球相等，半径为 a ， 螺旋槽的升角 a 等于 tt /4, 求在重力作 
用下小球的相对速度 w 和圆柱的角速皮 a ;， 以及小球对槽的压力 
(@ 89). 

如果小球在竖直方向上运动了距离 z ， 则其势能减少了 mgz ， 
令其等于系统的动能，有 


mgz 


2 2 


ma 2 u 2 + -m 



ucos 


7T 

4 


2 


+ (usin 


7T 

4 


2 




或者 


2沒之 = 


- a 2 a ; 2 — \ P 1 qjuju + u 2 . 



为了求 a ; 和％由动量矩定理可得第2个方程.因为外力对竖直轴的矩等于零， 
并且初始时刻系统静止，所以系统对 as 轴的动量矩为常数且等 于零： 


- ma 2 (jj -f m 
2 



ucos 


7T 

4 



a = 0, 


由此得 


3 au 



u 


0- 


联立求解关于 a ; 和 u 的方程，得 


* 


u 




u 




3 a 


设 iV 为小球对槽的压力，对圆柱应用方程 （14) 得 



AT cos 


7T 

4 


• ad<p y 
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或者，由于 dp = ujdt , 有 


maduj = \/2 Ndt . 


又由 

最后得 


do ; da ; dz 1 g . 丌 

— = - = — \ — u sin 一, 

dt dz dt aV 6 z 4 7 


N 


ma 1 

y/2a 



9 


6 z 


y 3 gz 


V 2 

2 


V 2 

4 


mg 


89. 在非惯性系中的动力学基本定理现在我们研究力学系统在任意非惯性坐 
标系中的运动.利用加速度合成定理(参见第32小节）可以求得系统的凡点的绝对 
加速度 tiV : 


— ^ z/r + ^ z/e + *^ z/c ( l / = 1,2, ••- , iV ). (19) 

I 

其中和是质点尺的相对加速度和牵连加速度，而是科里奥利加速度， 

= 2 a ; x Vz/r , 这里的 u ; 是非惯性坐标系相对惯性坐标系的角速度，是尺点 
的相对速度.将绝对加速度表达式 （19) 代入方程 （1) 得 

+ + jVe + jVc 卜=1，2, • • • ， iV )， (20) 

x 

其中 ji/e ~~ 一 juc ~~ _ TTIj /^ Vi/q ―― _ X Vj / y * ji/e 称为牵连惯性力 ， 而 ^}uc 
为科里奥利惯性力. 

于是，在系统的作用力中补充牵连惯性力和科里奥利惯性力之后，牛顿第二定 
律就可以用于非惯性系了. 

在第86小节〜第88小节中的动力学定理是由 （1) 得到的，因此，在系统的作用 
力中补充牵连惯性力和科里奥利惯性力之后，这些动力学定理在非惯性系中也是正 
确的. 

例如，在非惯性系中的动量定理的形式为 

^ = R (G) +Je +Jc, (21) 


其中 



N 


Qt = > : 

l/=l 


H ( e ) 是作用在系统上的外力的主向量， 


Je 


N 

[jVe 
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是牵连惯性力的主向量， 



Jc 




是科里奥利惯性力的主向量. 

动量矩定理（对固定矩心4在非惯性系中写成 


dK Ar 

dt 



( 22 ) 


其中 

N 

= 〉: Pi/ X 77l|/V|/ r , 
i/=l 

Pp 是 A 相对 4 的向径， M AJ 6 和 M AJc 分别是牵连惯性力和科里奥利惯性力对 A 
点的矩. 

系统的动能定理在非惯性系中写成 


dT r = d r A (e) + d ' A ⑴ + 出乂人. 


(23) 


其中 



(24) 


dM ( e ) 和 dM ⑴是系统的外力和内力在相对位移 d Pl / 上所做的元功，而 dM Je 是牵 
连惯性力在相对位移上所做的元功.在 （23) 中锋有科里奥利惯性力的功，这是因为 
每个点的科里奥利惯性力总是垂直于其相对位移，它的功等于零. 


例1装有液体的容器绕竖直轴作定轴转动，液体在容器内形成漏斗形旋转曲 
面（图90)，试确定该曲面的 形状. 


我们研究位移曲面上的某个质点，其质量为 
m ， 坐标为 a:，y ( 图90)，该问题是求 y 和 x 的 
关系. 


在与液体一起旋转的坐标系 Oxy 中液体静 


止.重力 P = mg 和惯性力 《7 e = muj 2 x ( lj 是液 
体旋转角速度）的合力垂直于液体表面.由图90 


可以看出 


tana 


Je 

P 




由于 tana = dy / dx , 故 



9 
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解此微分方程（初始条件 2/(0) = 0) 得 



因此，液体旋转形成的漏斗形是旋转抛物面. 

例2质点位于光滑水平面 Oxy Ji , 该平面以匀角速度 o ; 绕固定轴 Oz 转动， 
质点具有某初速度，试证明质点在相对运动中满足下面等式 

/ 

x 2 -\- y 2 — uj 2 ( x 2 + y 2 ) = const, (a) 

xy — xy -y oj { x 2 + y 2 ) = const, (b) 

在选定坐标系中有 


J = (0,0, a ;), v [ = ( x , y ,0), w f e = (- a ; 2 x , -< j 2 y ,0). 

质点的相对运动动能等于 

T t = ^ m ( x 2 + y 2 }. 

牵连惯性力和科里奥利惯性力分别等于 （ m 为质点的质量)： 

Je = ma ; 2 ( x , y ,0), j’ c = 2 mcj ( y ,- x ,0). 

由牵连惯性力的表达式可知其为有势的，势能为 

n r = -^ ma ; 2 ( x 2 + 2 / 2 ). 

外力（重力和平面的约束反力）垂直于乎面 Oxy , 廣点在这个平面内运动，因此 
外力不做功.由 （23) 可得相对运动的能量积分 T r + n r = const ， 即 

^ m ( x 2 + y 2 ) — ^- muj 2 ( x 2 + y 2 ) = const . 

这个积分除以 m /2 就是要证明的等式⑷. 

为了证明等式 （ b )， 我们取点 0 为矩心為利用动量矩定理 （ 22 )， 将向量等式 

(22) 的两边向 Oz 轴投影. 

外力对 Oz 轴的矩等于零，牵连惯性力通过0点，对 Oz 轴也不产生力矩，科里 
奥利惯性力的矩为 

M z = —2 m ( j(xx + yy )- 

质点相对运动的动量矩在 Oz 轴上的投影等于 m(xy - i ; y )， 由 （22) 得 

m^-{xy — xy ) = -2 muj(xx + yy ), 
at 

或者 

^ (xy - xy ) + a ; 去 ( x 2 + y 2 ) = 0. 

由此可得等式 （ b). 
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90. 相对质心运动的动力学基本定理 在前一小节我们看到，动力学基本定理 
在非惯性坐标系中可以写成与惯性坐标系一样的形式，差别仅在于在基本定理表达 
式中岀现了非惯性系引起的附加项. 

但是也存在运动坐标系，一般是非惯性系，对于相对该坐标系的运动，动量矩定 
理和动能定理具有与惯性系相同的形式.科尼希坐标系（参见第81小节)，即以系统 
质心为原点的平动坐标系，就是这样的坐标系.动量矩定理在第87小节中已经给出， 
现在我们来看动能定理. 

由于牵连加速度对系统所有质点都相同并等于系统质心的加速度 wc ， 再 
根据 （20) 和 （22) 得 


N 


N 


N 


dT r 


m v v vx - dv 


l/T 




w 


l/T 


dp 


工 ^(l^ e ) + + jue + jvc) * ^Pu 




N 


N 


^ - ^p u + ^2 "■ ^2 + ^ vc ' 


⑷ + d f A ^ 


N 


N 


^ m u Ap 


• wc 



〉 ^ ji/c • ^-Pv 


因为科里奥利惯性力办 c 垂直于 d Pl / ， 上面等式最后一个和等于零.由于选择系 


统质心为坐标系原点，和 


N 


^ rn u p u 




0, 


因此有 


N 


^ rriudpu 


0. 


于是得系统相对质心运动的动能的微分如下 


dT r 




d ， 乂 (e) + d 4 (i) 


(25) 


可见，动能定理在这种非惯性坐标系中可以写成与惯性坐标系一样的形式，唯 
一的差别是计算元功时位移是相对系统质心的. 

例 1我们研究在真空中均匀重力场内运动的力学系统.将系统的所有力都移 
到质心 C ， 得到合力 P ， 等于系统的总 重量. 根据质心运动定理（第86小节 )， C 点 
将画出一条抛物线. 

外力对科尼希坐#系的各个坐标轴的矩都等于零，因此系统相对质心的动量矩 
K c 在运动中保持为常量. 

又因为外力合力一重力 P 的作用点在科尼希坐标系中固定不动（与原点重合)， 
所有外力在相对位移上的功等于零.根据（25)，改变系统相对动能的只有内力，如果 
所研究的系统是刚体，则动能保持常数. 
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91. 运动 方程. 确定约束反力 我们研究有2个点 O 和 A 不动的刚体(图 91). 

设 F 和巧是点0和 A 的约束反力，是主动力的主向量，彳 Vf 0 是主动力对 
点 o 的主矩 .. 



以点 o 为固定坐标系 oxyz 的原点， OZ 轴沿 
着 OOi ， 与刚体崮连的坐标系的 Oz 轴也沿着 
OOi . 刚体有1个自由度，取坐标轴 OX 与 Oa : 的 

夹角 P 为广义坐标. 

为了得到描述刚体运动的微分方程，我们利用动 
量定理和动量矩定理，将第86小节中的方程 （5) 和 
第 87 小节中的方程 （8) 的两边分别向旋转坐标系 
Oxyz 的各坐标轴投影.为此还需要利用第30小节中 
的公式 （5> 给岀的绝对导数和相对导数的关系，于是 
有 

+ M(jj x vc = R -\- F Fi , (1) 


dK 0 

~dT 


+ 



xK 0 


Mo + OOi x Fi 


( 2 ) 


其中 M 是刚体的质量， u ; 是刚体的角速度，是刚体质心的速度.约束反力 F 没 
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有出现在方程 （2) 中，这是因为它对 O 点的矩等于零.设在刚体固连坐标系中有 



Rx 


M x 


F x 


F\ x 

R = 


, Mo = 

My 

， F = 

Fy 

， Fi = 

Fly 


Rz 


M z 


F z 


F lz 



p 


xc 


K x 

♦ 

UJ = 

Q 

r 

， OC = 

yc 

zc 

, Ko = 

Ky 

K z 


显然 ， p = 0, g = 0, r =中， 由第82小节的⑻可知，= — J xz 々 ，Ky = — Jyz ^ P ) ^ — 
J 冰 其中 Ju ， ‘是刚体对0的离心惯性矩，丨是刚体对 O 的轴惯性矩 • 

注意到 v c = C ^ X OC , h 表示刚体上2个固定点0和 Oi 的距离，可将向量 

方程组 （1) 和 （2) 写成下面形式 


—Myc 朵 — Mxc^ — Rx + F x H- F\ x ^ 

Mxc^ — Myc^ = Ry + A + Fi y ， 

I 

0 = R z F z - F \ z , (3) 

— ^xz^P "l~ ^yz^P = — hF\y 9 

\ 

一 Jyz 令 一 *^xz^ == hF\x > 

= Af z . 


最后一个方程不包含约束反力，是刚体定轴转动的 
运动微分方程，其它5个方程包含待求的约束反力.该 
问题是不能完全确定的，事实上，由方程组 （3) 的第3个 
方程可知不能单独求岀轴向约束反力恳和 F lz ， 只能确 
定它们的和，这个和不依赖于刚体的转动特性.侧向约束 
反力 K ， F liC ，' 可以由方程组 （3) 的第1，2, 4, 5 

个方程求出，它们依赖于刚体的转动. 

例 1均质直角三角形 OOiA 以直角边 OCh = a 
绕竖直轴转动（图92)，转动角速度等于多大时下支撑点 
0 处的侧向压力等于零？设直角三角形为均质的薄板. 

为求解该问题，我们利用方程组（3)，在这个问题中 

怎 C7 = 0 ， yc = fl/3, h = a ， 
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又有 


Rx = = 0, Rz = — 爪 

M x = —-77 i ^ a , M y = M z = 0. 

O 

再考虑到问题的条件 F x = Fy = 0,可将方程组 （3) 写成 




3 


ma(p 




Fix , 




3 


maip 


2 


Fly ， 


0 




饥 g + + Fiz , 


4 


m 


a ( p 2 




—TtigcL — <iFiy , 


4 


ma(p 




Jz(p 


0 


由最后一个方程可知 ip = uj = const ， 即三角形以常角速度 转动. 

从第 2 和第 4 个方程中消去可得到角速度满足的关系式，最后得 


LV = 



92. 动反力等于静反力的条件 如果在方程组 （3) 的第1,2,4,5个方程中令0 = 
0，# = 0 ,则可得确定侧向静反力的方程.如果刚体转动，则0或者0或者两者不 
等于零，一般情况下这些方程的左边不等于零，即动反力不同于静反力. 

下面我们来研究动反力等于静反力的条件.令方程组 （3) 的第1,2,4,5个方程的 
左边等于零，得下面2对方程 


yc 朵 + x C ( p 2 = 

0, 

— yc ^ p 2 + = 0； 

(4) 

雩 

Jxz^ ~ Jyz^ 2 = 

= 0, 

Jxz 妒七 ^yz^P ~ 

(5) 


等式⑷和 （5) 可以看作相对于和&，‘的2个齐次线性方程组，它 
们的系数行列式都等于 ( p 2 + ^ 4 .如果刚体转动，则这个值不可能恒等于零，因此方 
程 （4) 和 （5) 只有在下面条件下成立 

Xc = yc = 0, Jxz = Jyz = 0. 

可见， 刚体定轴转动的动反力等于静反力，当且仅当转动轴是刚体的中心惯性 
主轴. 

93. 物理摆的运动方程 在重力作用下绕固定水平轴转动的刚体称为物理摆. 
取固定坐标系 oxrz ， 使 OZ 轴与刚体转动轴重合， or 轴竖直向下.再取与刚体 
固连的坐标系 Oxyz , 使刚体质心位于 Oy 轴上，而 Oz 轴与 OZ 轴重合.如果 a 是 


[94】 


§1. 刚体定轴转动 


. 123 . 


重心到转轴的距离，则 M z 二- mga 如 < p , 由方程组⑶的最后一个方程得物理摆的 


运动微分方程 



mga 


SlTKf 



⑹ 


比较这个方程和第57小节中数学摆的方程 （6) 可以发现，物理摆运动的规律与摆长 
为 


ma 

的数学摆相同，公式（ 7 )定义的 Z 称为物理摆 的等价摆长. 


94. 摆运动方程的相平面相平面方法对研究单自由度系统运动的一般性质是 
非常方便的；我们以下面微分方程为例 


x = f ( x ), (8) 

♦ 

假设该方程的有边满足解的存在性和唯一性条件. 

可以认为方程 （8) 描述1个自由度系统的运动，其中 a : 可当作广义坐标，动能 
和势能由下面等式确定 4 


T= 2^ 11 


//(♦• 


机械能 E = T ^ U 在运动过程中保持常数，即方程 （8) 有第一积分 


< 


E ( x 1 x ) 


x 2 + n(x) 


2 




h 




const 


⑼ 


方程 （8) 、等价于2个方程 


x = y, y = /(x). (10) 

坐标平面0叩称为方程 （8) 的相 平面， 相平面上的点称为相点.在函数/(岣确定 
的相平面的每个点上，方程组 （10) 给岀一个以±，力为分量的向量，该向量称为相速 
度.方程组 （10) 的解给出了相点在相平面上的运动，并且相点运动的速度等于该点 
所在位置的相速度.相点画岀的曲线称为相 曲线， 在特殊情况下相曲线可以由一个点 
构成，这样的点称 为平衡位置， 在平衡位置相速度向量等于零. 

利用积分 （9) 很容易得到相曲线，在每一条相曲线上机械能的值 E 都是常数， 
所以每条相曲线对应一个能量条件 E ( x , x ) = h . 

我们将积分 （9) 写成 

i： 2 = 2(ft-n(x)), (11) 

參 

相曲线具有下列便于分析方程（ 8 )的 性质： 

1. 当给定 ft 时，相曲线只能分布在相平面上满足不等式 U ( x )^ h 的区域内，这 
个区域称为可 能运动区域. 不等式 U(x)^h 是根据 （11) 右边不能为负得到的. 
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2. 由方程 （10) 可知，平衡位置位于相平面的 a : 轴上，并且在平衡位置 : r =心， 
其中 A 是势能的极值点，即在该点 dU/dx = 0. 

3. 如果 x = 是函数 n ( x ) 的局部最小点，且在该点 d 2 n / dx 2 > 0,则相平面 
上的点 ( x * , 0) 是中心型奇点；如果 x = x * 是函数 II ( x ) 的局部最大点，且在该点 
d 2 n / dx 2 < 0,则相平面上的点 ( x „ o ) 是鞍型奇点. 

4. 相曲线相对 a : 轴对称，这个性质由公式 （11) 得到. 

5. 在 a : 轴上非平衡位置的点，相曲线垂直于 a : 轴.这个性质由公式 （10) 可以 
立刻得到，这是因为在这些点 x = 0,y = f(x)^0. 

根据这些性质，只要画岀函数 U ( x ) 的曲线就可以得到方程 （8) 所描述运动的特 
性.在图93中给出了势能曲线和相应相曲线的例子，相点的运动方向用箭头表示， 
h = h 1 是中心型平衡位置，这个平衡位置被封闭的相曲线包围. 在 h 〉 h 3 时相曲线 
不封闭， h = h 3 是鞍型平衡位置. 当 h = h 3 时还有这样的相曲线，它在初始时刻起 
于鞍点附近，当 t — oo 时回到鞍点，这条曲线是围绕中心型平衡位置的封闭典线族 
和相应于 h>h 3 的不封闭曲线族的分界线.这种分离不同性质相曲线的区域的曲 
线称为分离线. 

下面给岀描述摆运动的微分方程 （6) 的相平面，摆的动能和势能表达式为 


T =\ 场' 


II = —mga cos ip. 


如果令 4 = g / Z ， n * - -wl cos if , 则能量积分 T + n = const 可以写成 


2 


P 2 + ir 




h 




const. 


( 12 ) 


函数的曲线和相曲线在图 94 中给岀，曲线图对 P 是以 2 tt 为周期的* 
当 /I < - o ;§ 时运动是不可 能的； 在 /I =时摆处于平衡位置，.刚体的质心位于 
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可能位置中的最低位置.在相平面以0上这些平衡位置相应于点 p = 2 Jbr (fc = 
0,土1，士2，...)， 0 = 0. 这些点是中心型的，它们被对应于摆振动的封闭相曲线包 
围，摆的振动相应于满足 - < /I < W 的 ft 值. 

在/^ 4时，有2种可能 运动： 一 个是对应于摆的平衡位置，刚体质心位于可 

能位置的最高点，这个平衡位置在相平面上对应点 p = 7 T + 2 fc 7 T (fc = 0, 土1，土2,…)， 
0 = 0,这些点是鞍型的.对于在 h = u ^ 时的另一种运动类型，刚体质心在 t — 00 
时渐近地趋近于最高位置，这种渐近运动在相平面上对应于连接鞍点的曲线，这些曲 
线是分离线. 

当 h > ㈣ 时刚体的运动是转动，对于这种运动， 角度 的绝对值单调增加.这 
些运动在相平面上对应于非封闭曲线，分离线将振动和振动区域分开. 


95. 椭圆积分和雅可比椭圆函数理论的某些推论在本章和书中其它部分将用 


到椭圆积分和椭圆函数，这里给岀必要的定义和概念. 


积分 


U 


F(cp ， k) 





dx 


o 




k 2 sin 


2 


(13) 


X 


称为第 一类椭圆积分 ，而 fc 称为椭圆积分的模，通常认为 a ： 满足不等式 oa < i . 


积分 







VI 


k 2 sin 2 xdx 


o 


称为第二类椭圆积分 

积分值 


7 T 


K(k) = F (- ,k) 





/2 


dx 


O 




k 2 sin 2 x 


称为第一类全擁圆积分. 


积分值 


7 T 


E(k) = E{-,k) 



/2 


Vi 


k 2 sin 2 xdx 


o 


称为第二类全椭圆积分. 


当 fc 很小时，积分 （15) 和 （16) 可以写成 fc 的收敛级数形式 


(14) 


(15) 


(16) 


K 


7 T 

2 


l + 7 fc2 

4 


9 



64 


fc 4 + 


(17) 


E 


7 T 

2 


4 



3 


64 



• • 


由 （13) 和 （14) 可得下面椭圆积分对其模 fc 的导数表达式 


(18) 


dF(^ k) 
dk 


E((p, k) 


k f 2 F(ip,k) 


k simp coscp 


k ,2 


k 




fc 2 sin 




(19) 
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mp ， k) = e{^ k) - f(^ k)) 

dk k 、乂 

其中 k /2 = l - fc 2 , k f 是补模 • 

如果在等式 （19) 和 （20) 中令 p = tt /2 可得全椭圆积分 （15) 和 （16) 对 fc 的 

导数： 

* dK E{k)- k^Kik) dE E{k) - K{k) , …、 

dfc = ~ ~kk^ ， dk = k * ( 21 ) 


第一类椭圆积分的反函数称为幅值，表示为 


(p = amu. ( 22 ) 

函数 z = sn (以， fc ) (補圆主弦） 和； 2 ； = cn ( u , k ) (椭圆余弦）定义如下： 

z = sn ( u , fc ) = sirup = sin amu , z = cn ( u , k ) = cos(p = cos amu . (23) 


由于 sinp 和 cosp 对 p 是以 27 r 为周期的函数，故根据 （13) 和（15)，椭圆正弦 
和橢圆余弦对 u 是以 4 K ( k ) 为周期的函数. 

幅值的6 函数; 2： = dn ( w , fc ) 定义如下： 

z = dn ( u , fc ) = ^ = \ j \ — k 2 sin 2 ip = y/l — fc 2 sn 2 ( u , fc ). (24) 

du v 

幅值的 5 函数对 w 是以 2 K ( k ) 为周期的.函数 p = amu , z = sn ( w , fc ), z = 
cn ( u y k) y z = dn ( u , k ) 对于都是解析的，并且当 A : 0 时相应地趋近于函数 

ip = u 、 z = sinw , z = cosw , z = 1. 

雅可比椭圆函数满足如下容易验证的恒等式： 



图 95 


sn 2 w + cn 2 u 




1， 


(25) 


dn 2 u H - k 2 sn 2 u = 1 


下面关于椭圆函数的公式是正确的: 


d 

—snu = 
du 

=cnu - dim ， 


d 

—cnu = 
du 

—snu - dm /, 

(26) 

-~-dnw = 
du 

— k 2 snu - cnu . 



雅可比椭圆函数的图形在图95中给出. 
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96. 摆运动方程的积分 我们研究积分 （12) 中常数 ft 的3种可能取值情况. 

1. -ul<h< ujI 在第94小节中已经知道这种情况对应摆的振动 .设; 9是最 
大摆角，即偏离竖直位置 p = 0的最大角度，那么 /I = ~ a ;2 cos P 且积分 （12) 可以写 
成 

ip 2 = 2a ； o(cos v? — cos^). (27) 

令幻= sin(^/2) 并做变量代换 

sin(<^/2) = k\ sin #， (28) 

那么能量积分 （ 27) 有下面 形式： 

= (Jq{ 1 — ki sin 2 -0). (29) 

如果 t = 0 时取 p = 0可得 

⑴ Qt = fci ), (30) 

Jq yjl-k^ sin 2 x 

即 0 = am(a ； ot), 因此由 （ 23) 和 （ 28) 最终可得 

= 2 arcsin(fcisna ； ot). (31) 

I 

函数 p 对 t 以 T 为周期，其中 T 可根据第95小节计算 


. 丁 = 4K (ki) / cvo • 

利用 （17) 得，最大摆角/?不大时周期 T 的近似值为 

# 

r = 2ns/ljg, 


(32) 


(33) 


这与已知的摆小幅振动 I 周期相同.计算 t 关于0的级数的前两阶可得更精确的周期 



(34) 


如果 /3 — 1 T , 则有幻 — 1且振动周期无限增大 • 

2 . h > u；l 这种情况下摆处于转动机制下.设^ = 0时 p = 0，0 =办，于是 

h = ( l / 2 )ipl - a ； o , 积分 （12) 可以写成 

« 



•2 -2 

^ =( Po 



= 4 




(35) 

(36) 
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因为 fe > d ; g , 所以 ㈣ > 4 a ； g ， 进而有碎< 1，由 （35) 得 


^0 

T 


七 = 厂 ( 妄，灸 2) 



最后得 


cp = 2am((fot / 2). 


如果初始角速度很大，即则近似地有 p 且摆转动接近等速. 

3. h = u；l 这种情况对应摆的渐近运动.积分 （12) 可以写成 

(p 2 = 4o；o cos 2 (v?/2). 

如果 t = 0时 v ? = 0， (p > 0, 积分后得 

(p = —7r + 4arctan(e u；ot ). 



(38) 


(39) 


(40) 


§2. 刚体定点运动 

97. 刚体定点运动微分方程 • 欧拉动力学方程设刚体在运动中它的点 O 始 
终固定不动,为了得到刚体运动方程我们利用动量矩定理.如果欠 0 和 M 0 分别是 
刚体对固定点 O 的动量矩和外力对 O 点的主矩,则根据第87小节有 


^ = 球 ⑴ 

设 Oxyz 是与刚体固连的坐标系， p ， g ， r * 是刚体角速度 o ; 在固连轴上的投影，那 
么向量的分量可以用 P ， q，r 和刚体对 O 点惯性张量的元素表示，具体公式见第 
82小节中 （8). 

如果向量的绝对导数用其相对导数表示，则方程⑴写作 


dKp 

dt 



( 2 ) 


设 M x , M y , M z 是向量 Mg ) 在 Ox ， Oy ， Oz 轴上的投影，向量方程 （2) 可以写成 
下面的标量 形式： 


JxP 一 JxyQ — Jxz^ — ^y)QT Jyz(j* _ 9 ) + P(JxyT — JxzQ) = i 

— Jxy 公 + Jy4 一 Jyz ~ QJx — JxzijP — r ) + Q^^yzP _ = (3) 

_ JxzP 一 Jyz4 + Jz^ + (Jy _ ^x^PQ ^xyisi _ P ) + ^(^JxzQ _ JyzP) = 
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如果 Ox , Oy,Oz 是刚体对 O 点的惯性主轴，则这些方程可以得到简化，这时 

Jxy = Jxz = Jyz = 0, 而 J x , J y , J z 是主惯性矩： = A, J y = B ， J z = C ， 方程组 （3) 

变为下面形式 


Ap-\-(C - B)qr = M x , 

^ + (^4- C)rp = M y , (4) 

Cr -\-{B — A)pq = M z . 

方程组⑷称为欧拉 动力学方程. 如果 JV 4， iV 4， M 2 是 p , q , r , t 的函数，则方程 

(4) 构成封闭方程组，其积分给出 p ， q，r 依赖于时间 t 以及初始条件 Po , 如， r 0 的关 
系. 此后由欧拉运动学方程（第 36 小节） 

• • 

p = TpsinOsimp 6 coscp, 

q = 7p sin 6 cos (p — Osirup^ (5) 

# 

r = %!) cos 0 (p 

可以求出叭依赖于时间及其初始条件的关系. 

这样，求解刚体定点运动的问题就分解为求解2个包含3个一阶微分方程的方 
程组.一般情况下 M x ， M y ， M z 是时间、欧拉角及其导数的函数，这时方程组 （4) 和 

(5) 必须同时积分. 

最简单也是最重要的情况是外力对固定点的主矩等于零，这时称为刚体定点运 
动的欧拉情况.显然，当刚体完全不受外力，或者外力的合力通过固定点时，就是这 
种 情况. 在欧拉情况下方程组 （4) 的形式为 


Ap -\- (C — B)qr = 0, 

Bq -\- (A — C)rp = 0, (6) 

Cr (B — A)pq = 0. 

下面我们将详细讨论欧拉情况下刚体的运动. 

98. 第一积分因为欧拉情况下外力对点 O 的主矩等于零，由方程⑴ 
得 

Ko = const , (7) 

即刚体对点 O 的动量矩 Xo 在固定坐标系中方向不变，大小为常数. 

因为 Ap y Bq , Cr 是向量 Xo 在主轴 Ox ， Oy，Oz 上的投影，而是向量 K 0 

的大小的平方，由⑺得下面的第一积分 


Kq = A 2 p 2 + B 2 q 2 + C 2 r 2 = const. 


⑻ 
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由动量矩定理可得，刚体的动能也是常数.事实上，因为 


dT = - wdt + J ? ⑷. v Q dt , 


又有 Vo = 0 和 Mq^ = 0,故 dT = 0,所以存在第一积分 

T = ^( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ) = const . ⑼ 

第一积分⑻和 （9) 可以直接由方程组⑹得到.事实上，如果将⑹的第 
1个方程乘以第2个方程乘以 Bg ， 第3个方程乘以 CV ， 然后相加起来可得 
A 2 pp + B 2 qq + C 2 rr = 0,由此可得第一积分 （8). 如果将第1,2,3个方程分另！ I 乘以 

p ， q , r 再相加得却》++ Crf = 0,由此得到第一积分 （9). 


99. 欧拉情况下刚体永久转动 如果角速度相对刚体不变（相对固定坐标系也 
不变，见第30小节)，这种刚体定点运动称 为永久转动， 这时 p ， q ， r 是常数.由方程 
⑹得 

(C — B)qr = 0， (^4 — C)rp = 0, (B — A)pq = 0. (10) 


由此可得，刚体永久转动只能绕着对0点的惯性主轴，并且刚体角速度的大小可以 
是任意的. 

事实上，如果 A = B = C , 则方程 （10) 对任意 p ，a r 都成立，即刚体转动轴可以 
是任意方向.当4 B = C 时，刚体对 O 点的惯性椭球成为球，所以过 O 点的任意 
轴都是惯性主轴. 

如果2个惯性矩相等，例如 A = B , 则方程 （10) M p = q = 0 和任意的 r 都成 
立（绕惯性主轴 Oz 转动)，同样对 r * = 0和任意也都成立（转动轴为通过0点 
位于惯性摘球赤道面内的任意轴，都是惯性主轴). 

备 



如果各不相同，则方程 （10) 的解只能 
是 p ， q ， r 之中有2个为零，第3个为任意值，即转 
动绕惯性主轴. 

100. 欧拉情况下动力学对称刚体的 运动. 规 

则进动 如果刚体对 O 点的2个主惯性矩相等，例 
如4 = B ， 则称刚体动力 学对称 ，轴 Oz 称为动力 
学对称轴. 下面我们研究欧拉情况下的动力学对称 
刚体的运动. 

取固定坐标系 OXYZ 使其轴沿着向量 


K 0 (在欧拉情况下是常量).对于向量&在与刚体固连的主轴坐标系 Oxyz 的坐 
标轴上的投影 Ap f Aq , Cr 有如下表达式（图 96): 


Ap = K。sin 6 sin p ， Aq = Kq sin 8 cos p ， Cr = Kq cos 0. 


(ii) 
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根据 （6) 的最后一个方程，，在 A = B 时有 


r = ro = const , (12) 

即刚体角速度在其动力学对称轴上的投影为常数.由 （11) 的第3个等式和 （12) 可 
得 

t 

cosO = Ctq/Ko = const , (13) 

即章动角为常数. 

在 0 = 0 。 = const , r = ro = const 时欧拉运动学方程 （5) 可以写成 

• ♦ • 

p = sin 0 。 sirup, q = ^ sin 0q cos p ， ro = ^ cos 6q + (p. (14) 


将 （14) 中 p 的表达式代人 （11) 的第 1 个等式得 






K 0 /A 




UJ 2 




const . 



这里的 0； 2 称为进动角速度.现在利用 （ 14) 中最后一个等式来求 A 利用公式 （ 13) 
和 （15) 得 




ro 


♦ 

^ COS 00 




ro 


Ko 

A 


COS do 


C 


A 


C 




ro 




A 


ro 


A 


ro 


o；i 


const 


(16) 


这里的 W 称为自转角速度. 

由绕刚体固连轴的转动和该轴绕固定坐标系中固定轴的转 
动组成的刚体定点运动称为进动.如果绕刚体固连轴转动和该 
轴绕固定轴转动的角速度大小为常数，则称为规则进动. 

可见，欧拉情况下的动力学对称刚体作规则进动.在进动过 
程中，刚体的对称轴画出一个以为轴以2办为顶角的圆锥， 
对称轴绕以常角速库 U ；2 转动，同时刚体以常角津度^绕 
其对称轴转动. 

例1试证明，在惯性矩满足 A = B < C 的条件下，在刚体 
定点运动中，空间极锥的轴和母线的夹角不超过19。28' 

由关系式（ I 3 )， （15) 和（ I 6 )可知，当乂 < C 时自转角速度 
U ；! 和进动角速度的交角为钝角（图9 7 ). 

设 a 是刚体角速度 a ; 和向量 a ; 2 之间的夹角，它等于空间 
极锥的轴和母线的夹角.用0表示向量 a ; 和之间的夹角. 
由于规则进动时章动角0以及角速度0^，0； 2 都是常数，因此 a ;， 
a ,/? 也都是常数，我们有下面关系式 



图 97 


cos /3 = 


ro 




< 0 , 


CJ 



t)sm f3 == 



ro 


< 0 ; 
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COS0 


Cr 0 


< 0 , 


sinO 





C % 2 



Ay / p 2 + q 2 

Kq ~~ 


tan 9 


A a / p 2 + q 2 


C 


<0 


ro 


故 


tan /3 




7tan0 . 


其中 7 = C / A . 由条件 C > A 以及惯性矩总是满足的不等式 A + B^C (参见第79小 
节)，在 A = B 时有 2 A 彡 C , 因此7满足不等式1<7<2.不难得到下面的一系列关 
系式： 


tana 


tan (0 



tan 0 


tan /3 


1 + tan 0 tan /3 






tan 0 


+ 7 tan 2 6 


7 


2^7 


2 y ^| tan 0| 

+ (y^tan0) 2 、2 




Vi- 





V 2 


V 2 


由此可知，空间极锥的轴和母线的夾角满足不等式 arctan (\/2/4) 


V 2 

T* 

= 19°28 / . 



101. 泊松几何解释泊松给出了欧拉情况下 
刚体运动的几何解释.这个解释非常直观，可以简 
单方便地解释欧拉情况下刚体运动的定性特点，因 

此欧拉情况下的刚体运动也称为欧拉-泊松运动. 

设 P 为刚体对 O 点的惯性椭球面 

Ax 2 -h By 2 - hCz 2 = l 

与瞬时转动轴的交点（图 98)， 用 tt 表示惯性椭球 
在 P 点的切平面，也称为泊松平面，可以发现我们 
所研究的运动有如下性质（图 98): 


1. 角速度的大小 a ; 正比于 P 对 O 的向径.事实上，因为向量和 o ; 共线， 
即 OP = Ao ;， 只需证明 A 是常数.将 P 点坐标= Ap , 2 /p = Ag , zp = Ar 代入惯性 
椭球的方程并利用积分 （9) 得 


X 2 ( Ap 2 - hBg 2 - hCr 2 ) = 1, 




V2T 


= const . 


2. 平面 tt 垂直于动量矩 K 0 . 为了证明这一点只需注意到，在 P 点计算的函数 
Ax 2 + By 2 + Cz 2 的梯度向量 iV 沿着平面 tt 的法线，而 



2 Axp 


Ap 

N = 

^Byp 

= 2\ 

Bq 


2 Czp 


Cr 


= 2\Kq- 
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3.向径 M 在动量矩方向的投影 og 为常数.事实上，利用第84小节中 
公式 （19) 可得 


OQ 


K 0 OP 

K 0 


A 


Ko * ^ 


A 


2 T 

K^> 


A 


V 2 T 


const . 


而动量矩 & 的方向不变，根据性质2,该方向垂直于 7 T 平面，因此 7 T 平面到 O 点 
的距离是常数，且在空间中保持不动. 

于是得到泊松对欧拉情况下刚体运动的几何 解释： 对固定点的惯性椭球沿着 

空间中固定平面作无滑动的滚动，这个平面垂直于动量矩，刚体角速度正比于切点 
向径. 

因为 P 点位于瞬时转动轴上，其速度等于零，所以惯性椭球在平面 7 T 上作无滑 
动的滚动. 

在刚体运动时 P 点在惯性椭球上画出的曲线称 为本体极迹， 相应地在平面 7 T 上 
画出的曲线称 为空间极迹. 因为 P 点位于瞬时转动轴上，显然本体极迹是刚体定点 
运动的本体极锥的准线，而空间极迹是刚体定点运动的空间极锥的准线（参见第26 
小 节). 


102. 欧拉方程的积分 在第99小节和第100小节中，在刚体的运动或质量几 
何的特殊假设下研究了欧拉方程 （6). 下面给出一般情况下欧拉方程 （6) 的解析解， 
为了确定性我们假设 A>B>C. 

由第一积分 （8) 和 （9)， 将 p 2 和 r 2 用 q \ A , B , C 和常量 T , K 0 表示出来： 

P 2 = ^ mC-K 2 o)-B(C-B) q% 

r 2 = c{( }_ A) [{K 2 o - 2TA) - B(B - A)q 2 ). (17) 

将由此确定的 p 和 r 的值代人⑹的第2个方程，得 g 的微分方程 

笔 = 士^ - B)q^][(Kl- 2TA) - B(B - A)q^]. (18) 


平方根前面可能有 2 种 符号： 正号和负号，具体符号的选择要借助方程 （6). 如果这 
个方程可积，则函数 p 和 r •可由 （17) 求得： 

下面研究不同常数 r 和的关系所对应的3种 情况： 

1. 2TB> K^2TC. 这种情况下 r *. 总是不等于零，并且本体极迹包括惯性椭球 
的最大轴 Oz ， 所有的本体极迹位于图99中画出的惯性椭球上的 I 和 II 区域.为 


了积分 （18) 我们做变换 




Ik^ - 2TC 
V B{B - C) 


sinA ， 
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f { B - C )(2 TA - Kl ) 

T= V ABC ^ 

按下面公式引入正参数 fc 2 < 1， 

2 _{ A - B ){ Kl -2 TC ) 

~ ( B - C )(2 TA - K^Y 

利用新变量将方程 （18) 写成 

兰 = ^/l — k 2 sin 2 A . (19) 

dr 

设 t = 0 时 g = 0. 根据第 95 小节，由 （19) 得;\ = amr . 在这种情况下欧拉方程 （6) 
的解通过雅可比椭圆函数写成 



P = 干 





( 20 ) 


式中的正负号或者同时取上面的或者同时取下面的.解 （20) 相应于位于图99中 I 
区域的本体极迹.为了得到相应于位于图99中 II 区域的本体极迹的解，需要在解 
(20) 中同时改变 p 和 r 的符号，而 g 的符号不变. 

在图99中用沿着本体极迹的箭头表示运动方向，如果> 2 TC , 则本体极迹 
退化为位于 Oz 轴上的摘球的2个顶点，它们相应于刚体绕 Oz 轴的永久转动. 

2. 2 TA^Kl > 2 TB . 这种情况下 p 总是不等于零，本体极迹包括惯性補球的最 
小轴 Or , 所有的本体极迹位于图99中画出的惯性椭球上的 III 和 IV 区域.做变换 


2 TA - K % 

V B(A - B ) 


sin A ， 


j { A - B ){ Kl -2 TC ) 

T= V ABC ’， 

如果按下面公式引入正参数 fc 2 < 1， 

2 ^ { B - C ){2 TA - Kl ) 

~ { A - B ){ Kl ~2 TCy 

则方程 （18) 有 （19) 的形式.又设 f = 0时 g = 0,则图99中惯性摘球上的 III 区域 
的本体极迹对应的解为 
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式中的正负号或者同时取上面的或者同时取下面的.为了得到相应于位于图 99 中 
IV 区域本体极迹的解，需要在解 （21) 中同时改变 P 和 r 的符号，而 g 的符号不变. 

如果碎 = 2 TA , 则本体极迹退化为位于 Orr 轴上的点，相应于绕 Oa ; 轴的永久 
转动 • 

可以看到，在前面这2种情况下 p ， q , r 都是周期函数，因此本体极迹是封闭曲 
线.还可以看岀，本体极迹在惯性椭球上相对主平面是对称的，刚体的每一个运动对 
应于 一 条完整的具体的本体极迹，具体对应哪一系极迹取决于 p ， q ， r 的初值. 

下面还有第 3 种情况，是介于前 2 种情况中 间的： 

3. Kl = 2 TB . 等式 （17) 有下面形式 


V 



A(A - C ) 


(2 T - Bq 2 ), 


r 



( A - B ) 
C{A - C ) 


(2 T - Bq 2 ). 


( 22 ) 


由 （22) 得 A(A - B ) p 2 = C ( C - B ) r 2 . 考虑到欧拉-泊松运动的性质 1 (第101小 
节）可知，这种情况下本体极迹位于过惯性椭球中间轴的平面 


X = ± 



(23) 


内.平面 （23) 与惯性椭球交线是包含2类本体极迹的椭圆：第1 类是位于 Oy 轴上 
的极迹点，相应于绕惯性椭球中间轴具有任意角速度的永久转动;第2类是连接上 
述极迹点的4条椭圆弧形状的曲线.这4条本体极迹在图99中用数字1,2,3,4表 
示，它们是惯性椭球上包含不同性质的本体极迹的区域 I ， II ， III ， IV 的分界线.如果 
令 

_ J 2 T ( A - B )( B - C )^ 

T= V ABC ^ 

则方程 （18) 在该情况下有如下形式 




士 


V 2 TB 


(2 T - Bq 2 ). 


(24) 


如果 




0时 


Q 




0, 那么由方程 （24) 和等式 （22)， 再利用双曲函数的已知关系 



ch 2 r 


sh 2 r 


1， 


thr 


shr 

chr 


可得欧拉方程 （6) 的相应于图 99 中本体极迹 1 的解 
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如果在 （25) 中改变 p ， r * 的符号，就可以得到方程 （6) 相应于本体极迹3的解. 
类似地，如果在 （25) 中分别改变 g ， r 和的符号，就可以得到方程 （6) 分别相应 
于本体极迹2和4的解. 

公式 （25) 中的双曲函数的曲线在图100中给出. 


kz 



5 loo 图 loi 


例1均质矩形板以质心为固定点作惯性转动，初始时刻 


0时板以角速度 


u ； o 绕对角线 PQ 转动（图101)，用 a 表示对角线之间的夹角的一半，试证明经过 


时间 




2 K ( sina ) 
a；o y / cos 2 a 


后，板将绕对角线凡 S 转动， 其中 K 是 第二类 全椭圆积分 ， sin a 是椭圆积分的模' 


设 


b，QR = c,b < c , 坐标系 Oxyz 的轴 Oy,Oz 分别垂直于矩形的边，而 


Ox 轴垂直于板所在平面，这些坐标轴是板的惯性主轴.根据第75小节（例 1) 有 


A 


Jx 


12 


m ( b 2 + c 2 )， 


B 



12 


me , 


2 C 


Jz 


12 


mb 


2 


如果板的对角线等于 d ， 则 6 = dsina ， 


c = 


dcosa 并且 


A 


2 


12 


md ， 


B 


- md 2 cos 2 a , C 
12 12 

a；o cos a , 因此 




在 t = 0 时 p 




0，g 


ujo sm a，r 


md 2 sin 2 a 


T = - ( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ) = 士 md 2 sin 2 a cos 2 a • ， 


2 


12 


K 2 o 




A 2 p 2 + B 2 q 2 + C 


V 


144 


m 2 d A sin 2 a cos 2 a - uJi . 


因为 6< c 时角 a 不超过 7 r /4, 通过直接计算不难验证有如下不等式成立 


A > B > C , 2 TB > K %> 2 TC . 


® 原文此处关于的公式和关于 a 的定义有误，已改正. 
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可见，这属于上面讨论的欧拉-泊松运动的第1种情况. 

根据前面对这种情况的分析，经过不复杂的计算可得 

P ⑷ = :— sina\/cos 2a • ujq • cn[r H- K(k) 1 fc]， 
q(t) = sin a • a；o • sn[r + JC(fc) ， fc ]， 

r(t) = a；o - dn[T + X(fc )， fc ]， 


其中 t f V cos 2a • a；o • fc = sin a. 

在求上面的动力学方程 （6) 的解 p ⑷， g ⑷， r ⑷时，对应于该问题的具体初始条 
件，在公式 （20) 中选取了上面符号并将 t 用^ +尺⑻代替.这个解对应于惯性椭球 
区域 I 内的本体极迹（图 99). 

在 t = 1 /时有 

r = V cos2a • • 〆= 2K(k)] 

又由于（图 95) cn[3K{k),k] = 0, sn[3K(k),k] = -1, dn[3K(k),k] = 因 

此 

P(t f )= : 0 ， q(t’} = —a；o sin a, r(t f ) = ujq cos a. 

由此可得 ， t f 时板绕对角线凡 S 转动. 


103. 关于空间极迹的讨论 从图98可以看出 ， QP = v / OP 2 - OQ 2 ; 又根据第 
101 小节有 OP = U / V 2 T , OQ = V 2 T / K 0 , 因此 


f 



(26) 


从这个公式可以得出空间极迹的某些一般性质. 

对每个永久转动 a ； = const , 空间极迹是与 Q 重合的点. 

我们来研究运动的一般情况.设4 B 〉 C ， 对应于图99中区域 I 〜 IV 内本体 
极迹的运动， a ; = yV + f + r 2 有最小值和最大值 0 ； 2; 根据 (26), QP 也有最小 
值外和最大值 P 2, 所以空间极迹位于以 Q 为中心的同心圆之间（图10 2 和图 103). 

无需证明可以发现，空间极迹没有任何拐点，没有回归点，总是旋转并以凹面对 
着 Q 点，而 Q 是动量矩向量与泊松平面 tt 的交点. 

与本体极迹（区域 I 〜 IV 内）是封闭曲线相反，空间极迹尽管也是由对称部分构 
成，但是一般不是封闭曲线.空间极迹与圆 pi = const 和 P2 = const 都相切，相切 
时刻对应于向量 u ; 穿过惯性椭球主平面的时刻，空间极迹的 弧段以 （图 102) 相应 
于四分之一本体极迹弧段.当点 P 重新回到惯性椭球上的同一位置时，刚好画出一 
条完整的本体极迹，而向径硬转过了 4 a ， 其中 a 是图102中 Qa 和 Q 6 之间的夹 
角.如果 a /7 r 是有理数,则空间极迹是封闭的，反之不是封闭的.在= 2 TB 时存 
在的本体极迹1〜4 ( 图 99) 中的每一条相对应的空间极迹是绕向 Q 点的螺旋线（图 
103). 然而螺旋线的总长度是有限的，这是因为它等于相应的本体极迹的弧长. 
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图 102 图 103 


如果惯性椭球是旋转椭球，则本体极迹和空间极迹都是圆. 

104. 欧拉-泊松运动中刚体在空间中方向的确定 在第102小节中已经求出 
P ， q ， r 作为时间的函数，可以从欧拉运动学方程 （5) 再求出角这些角可以确 
定刚体相对固定坐标系 OXyZ 的方向.如果像在第100小节中 OZ 轴沿着动量矩 
K 0 的方向（图 96) —样，则问题可以简化.这样选择固定坐标系后，根据图96,向量 
K 0 在固连主轴坐标系的 Ox ， Oy ， Oz 上的投影 Ap , Bq , Cr 的计算公式为 

Ap = Kq sin 0 sin Bq = Kq sin 0 cos Cr = Kq cosO. (27) 


在已知 p ， g ， r 时，利用这些公式可以立即确定角 0 和 p 作为时间的 函数: 

a Cr Ap 

K 0 , 十 Bq 

为了求得 0 先由 （5) 的前 2 个方程求出 A 即 


(28) 


- p sin tp + q cosy? 

麵 

如果将 （27) .的前2个式子求出的 sinp 和 cos<p 代入上式，则可以重新写作 

: Ap 2 + Bq 2 

K 0 sin 2 0 * 


利用 （ 27) 的第 3 个式子和公式 （ 8) 最终得 


矽= Kq 


Ap 2 -h Bq 2 

AV + BV 


(29) 


由此积分 可得办 由于 （ 29) 右边为正，故矽角在第 102 小节讨论的 3 种情况下都是 
单调递增的，即无论 p ， g ， r 对时间的依赖关系如何，岭角都是单调递 增的. 

如果刚体的运动不是永久转动或者渐近运动，根据第102小节， P ， q , r 是时间的 
周期函数，当时间 t 增加一个周期，角度0和 p 的正弦和余弦重新回到初始值.因为 
角岭在一个周期内增加某个常数值， 一 般来说 sin # 和 cos 分 经过一个周期会改变， 
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这一点可以从 （21) 得到.事实上，设％是函数 p 和 g 对时间的周期，则由 （29) 得 
奴 t + 丁*) = #)，积分后得 

+ = ip ( t ) + c ， 

其中 C 是积分常数. 

如果数 c /(2 tt ) 不是有理数，则刚体永远不会回到初始方向.如果 

c m 
27 r n 、 

其中 m，n 是整数 （n 一 0)，则刚体的运动是周期性的,其周期等于 n %. 


105. 重刚体定点运动方程及其第一积分 

0 的运动.固定坐标系的 OZ 轴竖直向上 ， Oxyz 
是与刚体一起运动的固连坐标系，其坐标轴为 
刚体对固定点0的惯性主轴.刚体重心 G 在 
Oajyz 中的坐标为 a ， 6, c , 刚体相对固定坐标系 
的方向借助欧拉角 定 ,欧拉角按通常 

方式定义（图 104). 

刚体相对 0 x ,0 y ,0 z 轴的惯性矩用 A , B , 
C 表示，而重力用 P 表示. 

设竖直轴 0 Z 的单位向量 n 在固连坐标系 

Oxyz 中的分量为 71 ， 72 ,73,在欧拉运动学方程 

⑸中 P ， ％『的表达式中矽的系数就是71，72,73: 


下面研究刚体在重力场中绕固定点 


zk 



图104 


7 i = sin 沒 sin p ， 72 = sin 0 cos p ， 73 = cos 6. 


(30) 


向量 n 在固连坐标系中是常量，所以其绝对导数等 于零： 

dn _ 

—= 0 . 
dt 

考虑到绝对导数和相对导数的关系（第30小节)，上面方程可以写成 


dn 

dt 


+ a ; x n = 0, 


(31) 


其中 u ; 是刚体角速度，方程 （31) 称为泊 松方程 ..用 p ， g ， r 表示 u ; 在 0: r ，02/， C ^ 轴 
上的投影，泊松向量方程可以写成下面3个标量方程： 


d 7 i 

dt 



d72 

dt 


= Pls - 厂 71 ， 


d73 

dt 


= Q7i —TH2. 


(32) 


作用在刚体上的外力是重力和 o 点的约束反力，约束反力对0点没有矩,而重 
力 P 对0的矩 Mo 等于 OGxP . 考虑到 P = - Pn ， 有 


Mq = Pti x OG. 


(33) 


• 140 • 


第七章刚体动力学 


[105] 


如果 M x , M y , M z 是 Mo 在 Ox , Oy , Oz 上的投影，则由 （33) 得 


M x 


P{l2C 


73&)， 


My 


P (73 fl 


7ic )， 


M z 




P{lib 


72^ 


(34) 


于是，动力学方程 （4) 有如下形式 


dp 


乂孟 + (C - B)qr = P ( 72Q - 73 &)， 


dq 


+ (A - C)rp = P ( 7 3 a - 7i c )， 

at 


(35) 


C 


dr 

dt 


+ (B 


A)pq 




P(7!6-7 2 a). 


方程组 （ 32) 和 （ 35) 构成了封闭方程组，包含描述重刚体定点运动的 6 个微分 
方程. 

如果从方程组 （32) 和 （35) 求出 p ， g ， r ，7 i ，72,73 作为时间的函数，则由方程 
(30) 求出而求#⑷需要利用欧拉运动学方程中的任意一个. 

这样，积分方程组 （32) 和 （35) 称为基本问题，这个封闭方程组的分析也构成了 
重刚体定点运动问题的主要困难. 

我们将给出方程组 （32) 和 （35) 的3个第一积分，其中一个是向量 n 的模等于 

，即 


7? + 7! + 7! 


(36) 


还有一个积分由动量矩定理可以得到.事实上，因为外力——重力和约束反力 


对竖直轴没有矩，则动量矩 



在竖直轴上的投影为常数（参见第87小节)，即 


Kn - 




const . 


在固定坐标系中 Ko 的分量为 Ap , Bq , Cr , 因此上面方程可写作 


Ajrfi H- Bq^)2 + CV73 


const • 


(37) 


进一步可以发现， 0 点约束反力的功等于零，重力有势且势能不显含时间，因此 
在运动过程中机械能 E = T + U 守恒（参见第 . 88 小节). 

注意到当重心位于水平面 OXF 上时势能等于零，可得 n = P / i ， 其中是重心 
到平面 OXF 的距离， /I =面 • n = + ^72 + C73 . 又因为 


T =-( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ), 


所以能量积分可以写成 



( Ap 2 -h Bq 2 -f CV 2 ) + P ( a7i + 672 + C73 ) = const . 


(38) 
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如果利用雅可比乘子理论，则可以 证明' 为了在任何初始条件下将 （32) 和 （35) 
完全积分，除了上面的3个第一积分(36)-(38)以外，还需要一个独立于它们的第一 
积分 • 

现在我们证明，对于 p , q , r , 71 ,72,73的第4个代数第一积分只有在下面3种情 
况下存在，就是欧拉情况、拉格朗日情况和柯娃列夫斯卡娅情况. 

在欧拉情况下刚体是任意的，但其重心位于固定点0,即 a = 6 = C = 0,这种情 
况在第98小节〜第103小节已经做了详细讨论. 

在拉格朗日情况下刚体对固定点的惯性椭球是旋转椭球，重心位于旋转轴上，例 
如 4 = B，a = 6 = 0 .由 （35) 的最后一个方程可知，在这种情况下刚体角速度在动 
力学对称轴上的投影是第4个代数积分 ： r = const . 


在柯娃列夫斯卡娅情况下刚体对固定点0的惯性椭球是旋转椭球，例如绕着 
Oz 轴旋转，惯性矩满足关系式 A = B = 2 C , 而重心位于惯性椭球的赤道面上，即 


c = 0. 

对于旋转惯性摘球，任何过0点并位于赤道面内的轴都是惯性主轴，所以为了 
计算简单，我们假设 Oz 轴通过重心，即6 = 0,那么欧拉动力学方程 （35) 在柯娃列 
夫斯卡娅情况下写成 


2 


dp 




dt 


qr 




0 , 


^dq 

2 石切 


«73 


dr 

dt 


«72 



(39) 


不难借助方程组（32)， (39) 直接通过微分验证，第4个代数第一积分是 


( p 2 — q 2 — Q ^7 i) 2 + ~ a l2 ) 2 = const . 


(40) 


还有很多情况存在第 4 个代数积分使方程组 （32) 和 （35) 完全积分，但是这些 
积分不是对所有初速条件成立的，而是对于特别选定的初始条件才成立的②. 

106. 陀螺基本公式 惯性椭球是旋转椭球的定点运动刚体称为陀螺.在第 100 
小节中我们已经看到，如果外力对固定点0的主矩为零，则陀螺绕不变的动量矩 
作规则 进动. 


但是为了使陀螺作规则进动，不一定要外力对固定点的主矩为零，我们来详细研 
究这个问题.设 oxrz 是以固定点0为原点的固定坐标系，而 Oxyz 的坐标轴沿着 
刚体对0点的惯性主轴，又设 A ， B ， C 是刚体对0% Oy ， Oz 轴的惯性矩并且 A = B , 


① 见第 162 小节. 

② 参见： ropp T . B .， Ky 只 pflmoBa JI . B .， CTenaHoea JI . A . KjiaccH^ecKwe 3 a^aMH AMHaMMKM 
TBep^oro Tejia , KneB : HayKoea ^ yMKa , 1978. 
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这种情况下欧拉动力学方程 （4) 可以写成 


dp 


A 孟 + (C — A)qr = M Xl 


A >p 


Afy ， 


C 


dr 

dt 


M z 


(41) 


欧拉角也按通常的定义，欧拉运动学方程的形式为 （5). 

下面我们来求陀螺规则进动的条件，在该条件下刚体绕 OZ 轴规则进动，章动 
角保持常数⑺=知)，自转角速度^ = 0；1和进动角速度 lp = UJ 2 也都是常数.换句 
话说，我们来求外力对0点的主矩 M 0 使陀螺以给定的 e 0 ^ u ; 2 作规则进动 • 

对于给定的 e 池4 欧拉运动学方程 （5) 有如下形式 


V 


u；2 sin 0 Q sin p ， 


Q 


U2 sin 0 o cos p ， 


r 


CJ2 COS 00 + CJi. 


(42) 


由 （42) 的最后一个等式可知， r 是常值，所以由 （41) 的第3个方程给出 


M z 


0 . 


将 （42) 中的 p ， g ， r 代入 （41) 的第1个方程可以求出 

M x = Au ；2 sin 0 o cos ( p 学 + (C - A ) u；2 sin 0 。 cos ( p ( u；2 cos 0。 + wi ) 

at 


将 导数# 代替为 

at 


a；i 


得 


M x 


u ) 2^i sin 9 q cosip 


C+{C 


A ) 


U )2 

^1 


COS 6q 


类似地，由 （42) 和 （41) 的第 2 个方程得 


(43) 


(44) 


My 




u ； 2^i sin 9 q simp 


C+(C 




U ；2 

U；i 


COS 00 


(45) 


注意到在坐标系 Oxyz 中向量和 u ； 2 的分量分别为 0,0， a ； i 和 u 2 sin 0 O sin </?, 
a；2 sin 6 o cos y ?, u；2 cos 9 q ^ 公式 (43)-(45) 可以写成一个向量等式 


Mo = u；2 x a；i C (C - A ) — cos 9 o . (46) 

u；i 

W * 

由此可见，向量 M 0 的大小为常数，方向沿着节线 OiV . 

公式 （46) 称为陀螺基本公式.在已知惯性矩 A , C , 章动角 0 Q 和角速度向量 
u ；!, u ; 2 的情况下，用陀螺基本公式可以给岀规则进动所需的力矩 M 0 . 
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可以发现，与第100小节讨论的欧拉情况不同，这里的动量矩不是常量，根 
据动量矩定理，它满足 

令= Mo . (47) 

这个公式可以给出非常方便和广泛使用的 解释： 向量 K 0 端点的速度等于 M 0 
(莱沙尔定理). 


例1质量为 m 高为 / i 顶角为 2 a 的均质圆锥，顶点0固定，圆锥在水平面上 
无滑动滚动，圆锥底面中心具有水平速度％求水平面约束反力的合力（大小、方向 
和作用点）以及固定点的约束反力. 


设 G 是圆锥的质心（图 105), R 是底面半径， C 是 
圆锥对其对称轴的惯性矩，4是圆锥对过顶点且垂直 
于对称轴的轴的惯性矩，于是 


OG = ^/ i , C = -^ rnR 2 , A 


3 
20 


m ( R 2 H - Ah 2 ). 


又 i ? 




OiL 




/ itana ， 所以 


C 


3 




10 


mh 2 tan 2 a ， 


A 


3 


20 



h 2 (4 H - ta 



2 




图 105 


此外还有 


O^K 




/ isina ， 


QG 


导 /i cos a 

4 


设圆锥底面速度向量垂直于图 105 所在平面指向读者，由于圆锥无滑动滚动，其 
瞬时转动轴沿着母线 01. 由 v 0l = v = a ; • OiK 可以求出角速度的大小 


V 

UJ — - 

hsina 


圆锥作规则进动，自转角速度 A 和进动角速度叱的方向在图105中已给出，它们 


的大小为 


UJ \ = 


UJ 一 V 

cos a h sin o ： cos a 5 


v 

Cc^2 ^ ti£lll OC - • 

/icosa 

章动角 （ cai 和 a ； 2 的夹角）等于 7 r /2 + a . 

进动在重力、平面约束反力和 O 点约束反力作用下进行，这些力对0点的主矩 
M 0 可以用陀螺基本公式 （46) 计算.利用上面得到的 A , C , u ； i , a ；2,0, 可以求出力矩 
的大小 


Mo 


cos a 


C 


(C — A )— sin a 

U；1 


3 mv 2 sin a 


20 


cos 3 a 


(1 + 5 cos 


2 
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向量 M 0 垂直于图 105 平面指向读者，再考虑到重力沿竖直方向，待求的水平 
面约束反力的合力以及0点的约束反力位于图 面内. 设水平面约束反力的合力作用 
点位于圆锥母线 OL 上的 *5 点，将其分解为竖直力 iV 和沿着母线的水平力 

根据质心运动定理可以求得 iV，F (第86小节)，重心的竖直加速度等于零，因此 
N = mg ' 当重心沿着半径为 QG 的圆周运动时，力 F 产生重心的法向加 速度： 

4 n cos a 

: h F ， N 和 mg 对过 0 垂直于纸面的轴力矩之和应该等于 


N • OS — mg • QG = Mo * 
由此可得 s 到圆锥顶点的 距离： 


OS 



2 


sin a 


3 3 

-7/icosa + —- 

4 20 g cos ° a 


(1 + 5 cos 



107. 陀螺基本理论 现代技术中使用的陀螺的自转角速度通常远大于进动角 
速度，即 u ； i 》 u ; 2 , 如果忽略公式 （46) 中方括号内的二次项，则有 


Mo = Ccl?2 x (48) 

这个公式是陀螺基本理论或近似理论的基础，称为陀螺近似公式①. 

在陀螺基本理论的假设下，公式 （48) 可以由莱沙尔定理立刻得到.这个基本 
假 设是： 高速转动的陀螺在任意时刻的瞬时角速度与动量矩都沿着动力学对称轴， 


并且 



K 0 


Cun. 


(49) 


我们可以看到高速转动的陀螺有一些性质.设陀 
螺的重心与固定点重合，这种陀螺称为平衡陀螺.设陀 
螺绕称轴转动的角速度为由于这种情况下对称 
轴是中心惯性主轴，陀螺的动量矩沿着对称轴并 
且.这个等式不是近似的，而是精确的.如 
果外力对重心的主矩为零，则向量 K 0 是常量，陀螺轴 
在固定坐标系中保持其初始方向. 

假设在陀螺轴上作用一个力尼它对 O 点的主矩 
等于 M (图 106). 根据公式 (47) ,向量(以及陀 
, 螺对称轴）将发生偏移，但不是偏向力的作用方向，而 

是偏向力矩 M 的方向（即垂直于力的方向)，这是高速转动陀螺的一个有趣的性质. 


①如果章动角如等于 tt /2, 则公式 （48) 对不是近似的，而是精确的，无论不等式^》 a ；2 
是否成立. 
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设在高速转动陀螺上在很短的时间段 r 内作用力 F ， 且 Ft 是有限值，向量 K 0 
的端点有速度％，根据莱沙尔定理，该速度大小等于 F / i . 点 a 在 t 时间内的位移 
aa ，= v aT = Fhr . 考虑到 Oa 等于可得，陀螺轴在 t 时间内转动的角度/?为 



(50) 


因为術 是有限值，而 Cm 很大，所以角 很小. 

可见，当力的作用时间很短时，陀螺轴实际上能保持自己的初始空间位置. 

当力长时间作用时，陀螺的上述性质就不会继续保持了，陀螺动量矩 Cm 的增 
大只会增加陀螺轴偏离初始位置到一定值所需的时间. 

在工程技术中陀螺在长期存在常值或慢变力矩的条件下工作，当陀螺动量矩足 
够大时陀螺进行非常缓慢的进动.这种陀螺轴的缓慢变化是陀螺的最重要的（但不 
是唯一的）性质，在实践中也得到广泛应用. 

我们研究以角速度绕自己的轴转动的陀螺.由于在陀螺上安装了以角速度 a; 2 
转动的刚体，陀螺产生进动.进动所需的力矩 M 0 由陀螺上刚体的压力提供，这个力 
矩可以用陀螺基本公式 (46) 计算.根据牛顿第三定律，陀螺也对安装其上的刚体作 
用大小相等方向相反的力，这些力形成作用在刚体上的力矩 Mpp ， 保证陀螺的进动， 
这个力矩称 为陀螺力矩. 显然 M gup = - M 0 . 利用陀螺近似理论有 


•A^gup = X Ct?2 • 

最后，我们根据陀螺基本理论来研究重刚体定 
点运动的拉格朗日情况（参见第105小节).设重为 
P 的动力学对称刚体有固定点 o ( 图107)，在初始 
时刻刚体对称轴0=与竖直方向成0 角.设刚体 
以角速度绕对称轴旋转，如图107所示.无论0之 
在什么方向，重力 P 的力矩 Afo 总是沿着水平方 
向，因此竖直轴是进动轴.陀螺轴在顶角为20 
的圆锥面上运动，运动方向在图107上用箭头表示. 

进动角速度可以由公式 （48) 求得.力矩 M 0 
的大小为 P OG . sin (9, 根据公式 (48) 这个值应该 
等于 C0J1UJ2 sin0 , 由此可得 

POG 


(51) 


Z 



图107 


(52) 


进动角速度不依赖于角 0. 

可见，高速转动重刚体在拉格朗日情况下作规则进动，这个结论是近似的，是在 
陀螺基本理论的假设下得到的.陀螺的实际运动不同于规则进动，特别是，角0不一 
定是常数,可以在某个区间内变化.陀螺对称轴的振动称为章动. 
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例 1陀螺由半径 i ? = 0.1 m 转速为 n = 100 rpm 的轮构成.在图108中没有 
画出的陀螺框架可绕固定点0自由转动，轮到0的距离 00 1 等于 0.2 m . 假设轮 

是均质圆盘且框架质量忽略不计，如果 OOi 处于水平位置，求陀螺进动的方向和角 
速度. 重力加速度取10 m / s 2 . 



a io8 


重力的力矩 Mo 沿水平方向并垂直于 OOi ， 指 
向如图108所示，其大小为 Mo = mg • OOi , 其中 m 
是轮的质量.对于图108给出的轮的转动方向，根据 
公式（46)，力矩 M 0 引起陀螺以角速度 u ; 2 规跔进动， 
UJ 2 的方向竖直向上. 

为了计算进动角速度的大小，可以利用陀螺基本 

% 

公式 （46) 或者陀螺近似公式 （48) (0 = 7r/2, 所以2 
个公式是相同的)，于是有 

C(jJiU2 = mg - OOi. 


考虑到 C = l /2 mi ? 2 , 可以求得 

mg • 00\ mg - 00\ _ 2 

Cui 1 /2 mR 2 - 27 rn 丌 


按照陀螺近似理论， 0 = const 并且点 Oi 按图示箭头方向画圆，这时 OC ^ 的角 

速度等于募 (❸. 

例 2飞机模型以速度 I ；绕半径为 p 的水平圆盘旋，螺旋桨和马达相对它们共 
同转动轴的惯性矩等于 C ， 螺旋桨和马达以角速度 a 转动，求陀螺 力矩. 



5 109 


进动角速度沿竖直方向，大小等于 r / p ， 章动角 e 
等于 7 r /2. 根据 （46) 得 


■^^gup = CuJi X j 



陀螺力矩 M gup 沿水平方向，陀螺压力沿着竖直 
方向，按照图109给出的螺旋浆和马达的转动方向，在 
飞机由航行方向向左转弯时，陀螺压力使飞机头部抬 
起. 
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108.自由刚体运动微分方程 设需要求解自由刚体相对固定坐标系 o a xyz 
的运动.根据夏莱定理（第21小节)，刚体的任何运动都可以看作刚体上任意点（基 
点）确定的平动和刚体绕该点的定点运动之和.在描述运动时希望选择基点使其运 
动的确定最简单.由动力学基本定理可知,选择质心为基点是非常方便的,这是因为 
质心运动可以看作一个质点在系统全部外力作用下的运动，而刚体绕质心运动的动 
量矩和动能（这些概念的定义参见第81小节）的公式就像定点运动时一样. 

设 M 是刚体质量， ve 是质心速度, ifC 是相对质心的动量矩（参见第81小节), 
即相对以质心为原点的平动坐标系.如果和 M ^ e ) 是外力的主向量和对 C 点 
的主矩,则由质心运动定理（第86小节）和动量矩定理（第87小节）可得2个向量 
方程 

M 等 =R ⑷,^ = M ^ e) . ⑴ 


如果 X Cl Y c , Z c 是刚体质心在固定坐标系中的坐标，而 Rx . Ry . Rz 是向 
量 H ( e ) 在坐标轴 o a x , o a y , O a Z 上的投影，则 （1) 的第1个方程可以写成下面标量 


形式 



M 


d 2 Z c 

dt 2 


Rz 


( 2 ) 


设 CXYZ 是平动科尼希坐标系，而 Cxyz 是与运动刚体固连的坐标系.如果 p ， q，r 
是刚体角速度在 Cx ， Cy，Cz 上的投影，而 M x ， M y ， M z 是向量 M ^ e) 在坐标系 Cxyz 
中的分量，则⑴的第2个方程可以写成第97小节中 （3) 的 形式： 


Jx 古 - ~ ^ xz ~^ ~ Jy)Q r + ^yz{ r2 ~ Q 2 ) PiJxyf' — JxzO) == 

do 

~^ Xy ~dt - J yz $ + ( J x — + ^xz{p 2 — T 2 ) -q{JyzP — JxyT) = My, (3) 

— J XZ 盖一 J yZ 古 + ^ Z dt ~ 人)柯 + ~ p 2 ) r (^xzQ — JyzP) = M z . 

这里 J x ， J y ， J z ， J xy ， J xz ， J yz 是刚体对质心的惯性张量在坐标系 Cxyz 中的分量.如 
果 Cx ， Cy ， Cz 是刚体对质心的惯性主轴，则方程组⑶可以写成第97小节中欧拉 
动力学方程 （4) 的形式. 

可以将欧拉运动学方程 

# • # # • 

p = ipsinOsintp 0 cos q = 寸 sin 0 cos tp — 0 sin r = ip cos 6 + (p (4) 

给岀的 P ， q ， r 的表达式代入方程组 （3). 欧拉角给出了坐标系 Czyz 和 CXYZ 之间 
的方向关系. 
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方程组 (2)-(4) 构成了描述自由刚体运动的微分方程组.一般情况下方程组 （2) 
和⑶的右端依赖于 X C ， Y C ， Z C , Hip 以及它们的一阶导数和时间,这种情况下方 
程组 （2)-(4) 必须同时 求解. • 

在简单情况下单独积分方程组 （2) 和（3)-(4)，例如自由刚体在均匀重力场中运 
动,作用在刚体上的唯一外力是重力，它作用在重心上,方向竖直向下.如果轴 O a Z 
的方向竖直向上,则方程组 （2) 有如下形式 

d 2 X c _ n d 2 Y c _ n d 2 Z c _ 

= "d^ = 0, 

其中 g 为重力加速度.由此可知， Xf 任意初始条件，质心都是沿着拋物线运动.又由 
于重力对质心的力矩 M c 等于零，因此刚体绕质心的运动是欧拉-泊松运动. 

如果刚体不是自由的，则以及它们的一阶导数可能满足某 
些关系式，方程组还是具有前面的 (2)-(4) 的形式,但是方程组 （2) 和 （3) 的右边包 
含约束 反力. 


例1在掷铁饼的时刻，铁饼面水平，而质心高于地面 / i . 铁饼质心具有水平速 
度 vo , 而铁饼自身以角速度 o ； o 转动， o ； o 与铁饼面的夹角为 J = 7 r /4, 向量 Vo 和 o；o 
位于固定的竖直平面内（图 110). 忽略空气阻力，将铁饼当作均质薄圆盘，求 


铁饼的运动. 


Zk 



Zk 




图110 图 111 

在固定坐标系中 OaXY 与水平面重合，而 OaZ 轴竖直,铁饼质心 C 

沿着抛物线 

at 2 

Xc ( t ) = 0, Yc ( t ) = vot -^ Yc (0), Zc ( t ) = h -^- 

运动，铁饼相对平动科尼希坐标系 CXYZ 的运动是规则 进动. 为使固连坐标系 Cxyz 
的坐标轴是铁饼的中心惯性主轴，在掷铁饼的时刻，即 f = 0 时， Cx 轴与 cr 重合, 
Cy 与 CX 重合，而 Cz 的方向与相反（如图110和图 111). 
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铁饼的中心主惯性矩为 A = 2 A = J y = l /2 mR 2 ( m 为铁饼质量， i ? 为铁饼半 
径). 因为 A > ;，根据第100小节，向量和 u ; 2 的夹角 （9 是钝角（图 111). 

在图111中画出了 t = 0 时向量 a ; 相对铁饼的方向，显然有 p = (Jo cos <5, q = 
0 ， r = ro = — a ； osin S , 因此铁饼对质心动量矩的大小为 


K c 


\J JxP 2 + JyQ 2 + Jz r2 = *4^0 \/l + 3 sin 2 S . 


由第 100 小节中的公式 （13), (15) 和 （16) 可给出 


COS0 


J z rp 


2 sin (5 


yl + 3 sin 2 6 


0J2 


Kc 

Jx 


a；o vl + 3 sin 2 (5, 


wi 


Jx 


Jz 


Jx 


ro 


cjq sin (5 


向量确定了进动轴，它在空间中的方向不变:在平面内与水平轴 Cl " 
的夹角为常数 (9-7 T /2. 沿着的单位向量 e 在坐标系 CXYZ 中有： 


e 


0, 


cos (5 


2 sin 5 


\/l + 3 sin 2 8 \/l + 3 sin 2 S 


将 5 


tt /4 代入上式可得，在科尼希坐标系中铁饼作规则进动: 


0 


2 



axccos 








Ct；2 




2 


吻， 




^1 


V 2 


2 


吻， 


进动轴由向量 e f = (0,1/ VE , 2/ VE ) 确定. 


109. 刚体平面运动 设刚体上所有点的运动都平行于丰面 O a XY , 下面研究 
描述这种平面运动的微分方程.不失一般性,可以假设刚体质心位于平面 O a XY rt , 
因 此心三 0. 我们还可以假设，与刚体固连的坐标系的 Cx，Cy 轴位于平面 
O a XY 内， BP Cz 轴垂直于该平面，于是在假设0 = 0,^ = 0下由欧拉运动学方程 
⑷有 

p = 0, q = 0, r = ( f . (5) 


将&三0代入方程组（2)，将 （5) 中 p ， g ， r 的表达式代入方程 （3) 得 


M 


d 2 X c 

dt 2 




M 


d 2 Y c 

dt 2 


Ry , 


Rz 


0 


⑹ 


Jx 


Z 


d 2 (p 

dt 2 




dip 

dt 


2 


M x 


Jyz 


d 2 ip 

dt 2 


Jx 


Z 


dip 

dt 


2 




Jz 


d 2 (p 


M , •⑺ 


方程组⑹的最后一个方程和 （7) 的前两个方程给出了对刚体质心、外力和部分初 
始条件的限制，在满足这些限制下平面运动才是可能的.其它3个方程 


M 


d 2 X 


c 


dt 2 


Rx , 


M 


d 2 Y c 

dt 2 


i?Y ， 


Jz 


d 2 (p 

dt 2 


M z 


⑻ 


是刚体平面运动微分方程. 
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例1刚体在大小和方向都不变的力 F 的作用下作平面运动，力的作用线位于 
过刚体质心并平行于运动的平面内（图 112), 求刚体的运动. 

设 m 为刚体质量， a 是质心到力作用点的距离， J 是刚体对过质心并垂直于运 
动平面的轴的惯性矩，我们来写出刚体运动方程 （8). 选择 (9 a X 的方向使其与力 F 
的方向重合（图 112), 那么 

♦參 •帶 

mXc = tuYc = 0, J(p = —Fa sin ^?. 

由前两个方程可知，刚体质心沿着抛物线运动（在匕兴0时） 

jPf2 

Xc(t) = — + Xc(0)t + JMO), Yc(t) = Y c (0)t + Yb ⑼； 

2 m 

如果 ib = 0, 则质心以常加速度 F / m 沿着平行于 O a X 轴的直线运动，在时间 t 内 

jPf2 

运动的距离为 S = f ⑼亡. 

2 m 

刚体同时绕质心转动，由运动方程中第 3 个方程 描述. 将该方程与数学摆运 
动方程 （第57 小节中方程 （6)) 相比可以发现，刚体相对质心的运动类似于摆长为 
1 = Jg /( Fa ) 的单摆 运动. 



y 令 



S 112 


5 113 


例 2 均质细杆一端放在光滑地面上，另一端靠在光滑墙上（图 113). 当杆与墙 
成 a 角时由静止开始运动，求运动开始时杆对地和墙的压力. 

杆受重力 mg 以及地和墙的约束反力 N b ， N a , 其中 iVx 沿水平方向，&沿竖 
直方向.设 a 为杆长，而: r , 2 /是杆的质心在图 113 所示坐标系 Oxy 中的坐标，杆的 
运动微分方程为 



12 


mx 


N a , 


my 




N b 


mg , 


ma~(p = --Naclcos(p + -iV^asin tp. 

Zi Zi 
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由 


x = -asin^?, 


V 


-a cosy? 


可得 


a 


x = - (cos ip • @ — siiup • (p 2 ) y y 

Zi 


a 

2 


(sinp • p + costp - 公 2 )， 


因此由杆的运动微分方程的前 2 个可得 


Na = ^ma(cos(p • # 一 sinp • cp 2 )^ Nb = mg — ^ma(simp - (p + cosp • ip 2 ). 

Zi Zi 


将这些表达式代入杆运动微分方程的第 3 个,并考虑到 t = 0时有 ip 


a，p 




0, 


可得在 f = 0时有 


^ = ^sina, 


进而可得初始压力的大小为 


N a = 聲 —sin a cos a, 


3 o 

Nb = mg ( 1 — - sin a 


例 3 非均质圆盘在固定水平面上无滑动滚动，圆盘面始终位于固定竖直 .平面 
内 （见第87小节的例 4). 圆盘质量为 m , 半径为 a , 质心 C 与圆盘几何中心的距离 
为卜圆盘对垂直于盘面并过质心的轴的惯性矩为 Jc , 试利用平面运动理论求圆盘 
的运动微分方程. 

$ 

圆盘在重力和水平面的约束反力作用下运动， 

约束反力作用在圆盘上，与地面接触点为儿将约 
束反力分解为坚直力 iV 和水平力 F (图 114). 

对于该问题，方程组⑻写成 


9 9 

mXc 


F , 


9 9 

mYc 

Jc(p 




N 


mg , 



F{a — b cos (p) 


Nbsimp. 


由无滑动条件 04* 点速度等于零）可知，在运动过程中应该满足下面等式 


X C 


(a — 6 cos (f)(p^ 


Y c 


bsiiup • (p. 


进而有 


• • 

X c 


(a — b cos (p)(p — bsin<p • (p 2 . 


争# 

Y C 




bsimp - (p + b cos (f - (p 2 } 
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因此在圆盘的3个运动微分方程中前2个给出水平面约束反力依赖于 ^ ( p ,( p 的 
关系： 

N = mg + m6(sin (p • 0 + cos(p - (p 2 ), 

F = —m[(a — b cos (p)(p - {-bsinip • ip 2 ]. 

将这些表达式代入第 3 个运动微分方程就得到 p 满足的微分方程 

[Jc + m(a 2 + 6 2 — 2abcos(p)](f + rriab sin (p • ip 2 + mgbsin (p = 0. 

在第 87 小节的例 4 中利用动量矩定理也得到过这个方程. 


§4. 重刚体沿水平面的运动 


110. —般 引言. 摩擦概念设刚性曲面5沿着固定曲面 A 运动 （i 115), 假 
设曲面 S 和&都是凸的,相切于 O 点. 一 般来说，在 S 运动时点 O 既沿着5运 



动又沿着&运动，假设在每个时刻，经过 
O 点只能有唯一的 S 和&切平面.显然， 
点0的速度位于过 O 点的公共切平面 
内.如果 vo = 0 则称运动是无滑动的，如果 
vo 0 则称运动是有滑动的，而 vo 称为滑 

动速度. 

取0为基点,那么在每个时刻曲面 S 的 
运动可以看作以速度 vo 平动和以角速度 o ; 
绕 O 点转动.将向量 u ; 分解为2个向量 
和其中垂直于公共切平面,称为曲 


图115 


ms 的 转动角 速度; 而位于公共切平面 
内，称为曲面 s 的 滚动角速度. 


如果 vo = 0 则称曲面5在曲面&上 滚动； 如果同时= 0,0；^ ^ 0,则曲 
面 S 在曲面&上作纯滚动，而如果# 0,u；x = 0, 则曲面 S 作转动.当 VO # 0. 
而= 0,a；/c = 0 时,则称曲面 5 在曲面 Si 上 滑动. 一^般来说 ，奶兴 0, 兴 0, 
( jJK i =- 0,曲面^在曲面 A 上既滑动又转动和滚动. 

曲面&对 S 的作用力包括以下几个： 1) 作用在 S 上的 iV 垂直于公共切平面, 
从& 指向&这个力称为法 向约束反力，对于实际运动来说 N ^ O ; 2) 作用在 S 上 
的摩擦力 F 位于公共切平面内.根据库仑摩擦定律,摩擦力的大小 F 不超过其最大 
可能值 fciV, 其中 fc 是摩擦系数.如果这时 vo = 0 则 F < fciV . 这时 F 称为静摩擦 
力. 当 v 0 # 0时有 F = kN,m F 称为滑动摩擦力① • 


® 应该指出，摩擦是非常复杂的现象，库仑摩擦定律只是近似的. 
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有时理想化地认为曲面是绝对光滑的,就是说, k 充分小以至于摩擦力可以忽略 
不计.如果 曲面& 绝对光滑，则它对 S 的作用力只有法向约束反力 iV . 

实际上刚体的相互接触不是一个点,而是一个很小的面，那么曲面&对 S 的作 
用力不能简化为一个力（法向约束反力和摩擦力的几何和).根据泊松定理（第77小 
节),接触面上所有点作用在 S 上的力可以简化为力和力偶,其中力还可以分解为法 
向约束反力和摩擦力，而力偶看作2个力偶之和更加方便，一个力偶的力偶矩与 u; s 
共线，另一个与共线，第1个是转动摩擦力偶，第2个是滚动摩擦力偶.转动摩 
擦和滚动摩擦与滑动摩擦相比通常是非常小的，在实际问题中经常只考虑滑动摩擦. 

111. 陀螺在绝对光滑平面上的运动 设刚体对其质心的惯性楠球是旋转椭球, 

陀螺在绝对光滑平面上的运动问题是研究刚体在重力场中的运动，这时假设刚体动 

力学对称轴上一个点沿着水平面运动.我们假设 

陀螺有非常锋利的尖端，可以看成一个点 A 在 

陀螺运动过程中乃点始终保持在固定水平面上 
(图 116). 

我们还假设平面是绝对光滑的,那么平面对 
陀螺的作用力可以简化为竖直方向的约束反力 iV . 

因为主动力重力也在竖直方向上，根据质心运动 
定理（第86小节）可知，质心 G 在水平面上的投 
影作等速直线运动.不失一般性,假设该投影是固 
定不动的,那么质心在给定竖直方向上运动. 

选取固定坐标系使其轴竖直向 
上并通过陀螺质心，而 oxy ¥面与陀螺上的乃 
点运动的水平面重合（图 116). 

陀螺相对固定坐标系的方向由欧拉角 Hip 给出. 

设 m 是陀螺质量, Z 是质心 G 到 D 点的距离, C 是陀螺对其对称轴 Gz 的惯性 
矩, A 和 B (A = 是陀螺对任意相互垂直并垂直于 Gz 的固连于陀螺的 G : r 和 Gy 
轴的惯性矩.对于陀螺质心在支撑面的高度 h 有 h = lcos 0. 

因为4 B 且外力（平面约束反力和重力）对 Gz 轴没有力矩,故由欧拉动力 
学方程（第97小节中的公式 （4)) •的第3个方程可知，陀螺角速度 u ; 在其动力学对 
称轴上的投影为常数，即有第一积分 . 

r = ro = const . (1) 

设是 o ; 在 G : r 和 Gy 轴上的投影.因为外力沿竖直方向，对竖直轴没有力 
矩，所以由动量矩定理可知陀螺对质心的动量矩在竖直方向投影为常数 



Apji + 如 72 + CV73 = const , 
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其中71,72,73按第105小节中公式 （30) 计算.利用欧拉运动学方程（第97小节中 
的公式 （5)) 和关系式（1)，上面等式可以写成 


A sin 2 OtJ ; + Cro cos 6 = const . 


( 2 ) 


又因为陀螺的约束 （/I = I cos 0) 是定常理想的，主动力有势 n = mgh 且不显含时间, 
所以机械能守恒（第88小 节)： 


五 = T + II = const , 

其中 r 是陀螺的动能,根据科尼希定理（第83小节）有 

T= ^rnv%^ ^A(p 2 -h q 2 ) 4 - 备 CV 2 ， 

其中叱 = A 是陀螺质心的速度.利用欧拉运动学方程，关系式⑴ 以及 h = -l sin 00, 
能量积分重新写成为 

(A -f ml 2 sin 2 9)6 2 + A sin 2 6 ip 2 + 2 mgl cos 9 = const . (3) 

利用积分 (1)-(3) 可以将问题的解积分出來我们不研究一般情况的运动，只研 
究一个特殊情况,设初始时刻陀螺绕对称轴旋转，质心没有初始速度,在初始时刻陀 
螺对称轴与竖直方向夹角为知.这就是说,在初始时刻 t = 0有 

矽= 0， 0 = 0, 0 = 00) ^ = r o - 

此外,我们前面已经假设质心在平面上投影的速度为零. 

对于这样的初始 条件， 积分 （2) 和 （3) 可以重新写成 

A sin 2 Q ^) = Cro (cos 一 cos 0) ， 

(A -|- ml 2 sin 2 0)6 2 + A sin 2 Oip 2 = = 2 mgl (cos 9 q — cos 0) . 

由⑷求岀 

• Cro (cos 0 o — cos 6) 

— — ^. 

利用⑹将积分 （5) 写成 

A sin 2 0 {A + ml 2 sin 2 0)6 2 = f (0), 

其中 

f {6) = (cos 0 o — cos 0) [2 Amgl sin 2 9 — C 2 r ^ (cos 0。 一 cos 0)] . (8) 

公式⑺左边非负，因此角 0 取值必须满足由此可知 0^0 0 y 这是因为在 
0 < 00 时函数/(60的2个因子符号相反.角 (9 在％和仏之间震荡，仏是方程 


⑷ 

(5) 

⑹ 

⑺ 
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2Amgl sin 6q 


= ❹。+ 



由此可见，如果 r 0 充分大以及0非常接近0 0 . 

112. 摩擦对陀螺运动的影响 实际上陀螺的固定支撑平面不是绝对光滑的，而 
陀螺尖端也不够锋利，是多多少少有点锋利的旋转曲面，使得陀螺与平面的接触点 
D 不在对称轴上.由于这个原因，陀螺运动将会不同于第111小节中描述的运动. 

_擦力影响的最有趣的效果之一是，它使陀螺对称轴接近竖直方向.根据动量 
矩定理来定性研究这个效果,设陀螺绕对称轴高速旋转,质心无初速度,其对称轴与 
竖直方向夹角％为锐角. 

陀螺对质心的动量矩 K 在初始时刻的方向如图 117 
所示.设 D 是陀螺足上的点，陀螺以该点与平面接触.现 
在陀螺足不是锋利的,摩擦力 F 的方向与乃点速度相反， 

摩擦力对陀螺质心的矩 M 垂直于通过质心 G 和力 F 的 
平面.向量 M 可以分解为 M 和 M 2 , 其中向量 M 垂 
直于而向量 M 2 与 K 共线，但（在图 117 上）方向与 
K 相反.按照动量矩定理，向量 K 的端点速度等于 M . 

由此可知，向量 K 大小减少（因$存在摩擦力矩的分量 
M 2 ), 方向趋向竖直（因为存在摩擦力矩的分量 Mi ) ，于 
是，向量 K 与陀螺对称轴在摩擦力的作用下趋向竖直方 
向.如果摩擦力的作用持续时间足够长，则陀螺对称轴最 
终会达到严格的竖直位置并保持不动,这种情况称为陀螺 
在“睡眠”. 

113. 存在摩擦时均匀球在平面上的运动 设质量为 m 半径为 a 的均质球在固 
定的粗糖水平面上运动，引进 2 个坐 标系： 固定坐标系 dFZ, 以固定平面上任意 
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f{0) = 0 的 0 0 附近的根•由 /(7 T ) = — (1 + COS 0 O ) 2 C 2 r^ < 0 可知〜 < 7 T , 可见陀螺的 

运动满足不等式 < 7 T . 线段 (9D (图 116) 的长度满足不等式 

IsmOQ^OD^l sin 

因此乃点在支撑平面上的轨迹位于以 0 为中心,半径分别为 Zsin(9 0 和 I sin 0 X 的同 

心圆之间. _ 

由⑹可知，当0在运动过程中取初始值时有 必= 0, 由此可得, D 点的轨迹 
在半径为 I sin Oo 的圆内有拐点（图 116). 

如果陀螺绕自己 Xf 称轴的转动角速度 ro 很大,则角0偏离初始值很小.事实上， 
令等式⑻中的方括号等于零,忽略 1/ d 量级后 得角心 的公式 
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点 O 为原点， 0 Z 轴 竖直; 平动坐标系 GXYZ , 以球的质心 G 为原点，坐标轴相应 
地平行于固定坐标系各轴（图 118). 



平面的约束反力 il 为2个力 的和 ： R = N + F , 
其中 iV 是平面的法向约束反力，而 F 是摩擦力.如 
果 u ; 是球的角速度，而 vc ? 为质心速度，则球上与平 
面接触的乃点的速度 vd 计算公式如下 


vd = vg + GD , (9) 

滑动摩擦力为 

F = - kNu , (10) 


其中 fc 为摩擦系数, w 是单位向量,沿着 D 点的速度方向： 

根据质心运动定理有 


dv G 

m—r— 

dt 


= mg 4 - R. 


= VdU. 



WK g 是球对质心的动量矩，那么考虑到球对任意直径的惯性矩等于 (2/5) ma 2 , 有 


K g = 


2 

5 


ma 



对质心的动量矩定理给出方程 


da ; 

d 亡 


_ 5 

2ma 2 


GD x R . 


'( 12 ) 


(13) 


设 x g ， y g ， z g 是质心在坐标系中的坐标，而 f x ， f y 是摩擦力在 ox ,(9 y 
轴上的投影,方程 （11) 的标量形式为 



dt 2 



d 2 Y G 

dt 2 


Fy , 



d 2 Z G 

dt 2 ~ 



(14) 


因为 Zg = a = const , 上面最后一个方程给出 AT = mg , 即平面的法向约束反力等于 
球的重量,并且不依赖于球在平面上滑动 （vd # 0) 或是不滑动 （ v D = 0). 

如果 a ； x , a ； y , a；z 是向量 u ; 在 GX ， GY ， GZ 轴上的投影，则向量方程 （13) 给出 
下面3个标量方程 


dmx 

dt 


— 5 

2ma 




dujy 

dt 



5 


2ma 


Fx , 


雩 

duz 

dt 


0 


(15) 


最后一个方程表明，在球运动过程中其角速度在竖直方向的投影为常数，这个结论 
不依赖于球是否滑动. 

设初始时刻/ 0,即有滑动.由于 iV = mg , 从方程 （10) 可得，存在滑动时 
摩擦力大小为常数 ： F = kmg . 我们将证明摩擦力的方向不变，为此将方程⑼的 
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两边对时间求导并利用方程 （11) 和 （13) 以及等式 R = -mg + JF , 
可得 

dv D = 7 F 

dt 2m 

将用奶 m 代替， P 用 （10) 的右端代替，可得 


GD = ( a / g ) g , 

(16) 


dvp 

dt 


u + vd 


du 

dt 



因为 u 是单位向量，故 du / dt 垂直于％因此由 （17) 可知， 


du 

dt 



dv D 

~dT = 


可见，向量 M 的方向不变，进而摩擦力是常量: 



(17) 


(18) 


F 


kragu 


(19) 


根据 (18), D 点的速度随时间的变化规律为 



VD(t) = 奶⑼ - ^kgt. 

如果用 a 表示 D 点的速度与 OX 轴的夹角，则由 （14) 的前2个方程得 


( 20 ) 


Xq{€) = —— kg cos ot' XQ(0^t -f- 


化⑷ = -^ kgsina - t 2 + Y G { Q)t + Y G (0). 


由 （15) 的前 2 个方程得 


^ x ( t ) = (0) 


5 kg sin a 
2 a 


a ； y(t) 


^ y ( O ) 



5 kg cos a 
2 a 


t . 


( 21 ) 


( 22 ) 



(21) 可知，如果初始时刻质心速度和接触点速度不平行，则在滑动阶段球的 
质心沿着拋物线运动.根据 （20) 这样的运动一直持续到 t = 时刻，其中 


U 


2 奶⑼ 

7 kg 


(23) 


当* = I 时= 0,滑动球停止滑动开始滚动（也转动).因为 vd = 0,由 （16) 
可知，在滚动阶段摩擦力为零，进而由 （14) 可知质心沿直线 运动. 文根据（15)，在球 
滚动时角速度 a ; 大小和方向都不变， D 点在平面上沿直线运动，而在球面上沿着垂 
直于向量 a ; 的固定圆运动. 

在转换到滚动状态过程中球心沿着拋物线 （20) 的切线运动，如果该切线与球心 
初始速度成钝角，则球可以向后 返回： 这是杂技中的著名节目. 
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114. 任意凸形重刚体的运动方程设刚体在重力场中沿着固定水平面运动，刚 


体以其非锋利的没有楞边的凸面上的点与水平面接触. 
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我们研究刚体相对以支撑水平面上某点 
O 为原点的固定坐标系的运动 ， OZ 
轴竖直向上（图119)，该轴的单位向量用 n 
表示.与运动刚体固连的坐标系 Gxyz 以刚 
体质心为原点，坐标轴为中心惯性主轴.刚体 
与平面接触点乃相对质心的向径 p 在坐 
标系 Gxyz 中的坐标为 x ， y ， z . 刚体的表面方 
程在坐标系 Gxyz 中写作 

f ( x , y , z ) = 0, (24) 


选择函数/的符号使得曲面 （24) 在 D 点的法线与单位向量 n 重合 



grad / 
| grad /| * 


(25) 


设 m 是刚体质量， p 是重力加速度， v 是质心速度， o ; 是刚体角速度， K 是刚体 
对质心的动量矩， B 是平面的约束反力.刚体的运动微分方程写成2个向量 方程： 



(26) 


和 

K + uxK = pxR , (27) 

讀 

这就是动量定理和动量矩定理.在方程（26)，方程 （27) 中符号上面的点表示在动坐 
标系 Gxyz 中对时间的导数. 

向量 n 相对固定坐标系是不变的，所以它满足泊松方程（参见第105 
小节)： 

n + a ; x n = 0. (28) 

方程(26)-(28)对无滑动情，况、有滑动也有摩擦力的情况以及平面绝对光滑情 
况都是成立的.但这些情况下的补充方程是各不相同的，反映了刚体与平面的相互 
作用. 

设运动是无滑动的，那么刚体与平面的接触点乃的速度为零，这就给出了向量 
约束 方程： 


v + o; x p = 0. (29) 

方程 (26)-(29) 再加上 （ 24) 和 （ 25 )， 是完整的方程组，可以确定 12 个未 知数： v x ， v y ., 
Vz ， P ， q ， r ， x ， y ， z ， R x ， Ry ， R z ， 它们是向量在坐标系 Gxyz 中的 分量. 



[114] 


§4. 重刚体沿水平面的运动 


• 159 • 


由动能定理可知，在没有滑动时机械能守恒，即 


E = - mv 2 + -(K - cv ) — mg(p - n) = const 


设平面绝对光滑，那么约束反力 b 垂直于 平面: 


(30) 


R = Nn . (31) 

约束限制了刚体上乃点速度沿着水平方向 

n • (v + o ; x p ) = 0. (32) 

设 X G , Y Gy Z G 是质心在固定坐标系中的坐标，关系式 （32) 也可以写成 

_ 

Zq = —n • ( u ; x p ), (33) 

不难验证该等式可以从几何约束 Z G = -( p * n ) 得到. 

方程 （26) 在坐标系中有 

Xq = 0， Yq = 0, Zg = - g + —• (34) 

m 

由前 2 个方程可知，在平面绝对光滑情况下，刚体质心在平面上的投影作等速 
直线运动.由第 3 个方程以及关系式 （ 33) 和 （ 28) 可以得到法向约束反力 


N = mg — mn p )\. (35) 

方程 (27), (28) 再加上 (24), (25), (31), (35) 构成的方程组可以确定 6 个未知数 
桃 r ， x ， y ， z . 求出这些未知数后，约束反力和质心在竖直方向的运动规律就可以利. 
用 （ 35) 和 （ 34) 确定. 

可以发现，在平面绝对光滑情况下，除了能量积分 （30) 和前面指出的与质心在 
平面上投影运动相关的积分之外，还有刚体动量矩在竖直方向投影为 常数： 


Kn = const. (36) 

这个积分可以从动量矩定理得到，这是因为作用在刚体上的外力（重力和平面 

约束反力）沿着竖直方向，对过质心的竖直轴没有矩. 

我们再来研究刚体有滑动也有摩擦的情况，摩擦力按库仑定律计算.设= 
v-^uxp 是球上 D 点的速度并且# 0,那么平面约束反力 H 可以写成 

R = Nn + F, (37) 

其中 TVn 是平面的法向约束反力，而 F 是摩擦力，在给定摩擦系数 fc 情况下等于 

F = -kN—, (38) 

Vd 
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约束方程像在平面绝对光滑情况下一样写成等式 (33), 而法向约束力大小按公 
式 （ 35) 计算 • 

在所有 3 种情况下研究运动时，都要有法向约束反力大小是非负的，否则刚体 
将可能脱离平面. 
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天体力学基础 


§1. 二体问题 

♦ 

115. 运动方程天体力学研究自然和人造天体在天体之间的引力、由气体和 

其它介质引起的阻力、光压力等作用下的运动.天体力学的应用问题中最重要的是 

二体问题，准确地说是2个质点的问题. 

二体问题表述 如下： 在真空中有2个质点运动，它们之间的相互引力按牛顿万 

有引力定律计算，给定2个点的初始位置和速度，求它们在以后任意时刻的位置. 

因为在大多数情况下行星之间的引力、行星对地球 

卫星的引力、宇宙介质的阻力、恒星压力等，与行星和太 

阳、卫星和地球之间的弓 I 力相比都是很小的，所以二体问. 

题是太阳系内行星运动的基础，也是人造地球、月球和行 

星的卫星运动的基础. 

值得注意的是，二体问题的运动微分方程可以完全 
积分出来.为了得到运动微分方程，我们引人惯性坐标系 
O a XYZ , 其原点位于太阳系的质心，坐标轴指向不动的 
恒星，质点 P 和 O 的向径分别为 p 和 B (图1 2 0)•在 O 
点建立平动坐标系 Oxyz ， 其坐标轴平行于 O a XYZ 的相 
应各轴，点 P 相对 O 的位置由向径 r 给出. 

设 M 和 m 是质点 O 和 P 的质量，而 7 是万有引力常数.质点 O 对 P 的作用 
力 F 由万有引力定律给出 
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质点 P 对 O 的作用力为向径 p 和满足微分方程 

d 2 p M d 2 R m 

= ~ 7 ^ r> 


因为 r = p -丑，所以有 


d 2 r 

d 亡 2 


7 


M 

^3 


m 


r 


7-T r = 

n^%J 


7(m + M) 


r 

^3 


如果引入记号 fc = 7(m + M )， 则可得 


d 2 r 

dt 2 


k 


r 


r 3 - 



这个方程确定点 P 相对 O 的运动.如果向量函数 r = r ⑷已经求出，则确定相对坐 
标系 O a XYZ 的运动就没有困难了.事实上，设 C 是质点 P 和 O 的质心，因为质 
点 P 和 O 构成一个封闭系统，所以根据质心运动定理，质心 C 作勻速直线 运动; 其 
速度完全由 P 和 O 的初始速度确定.如果 ilc 是质心向径，则 



M 

m + M 7 *’ 


R = Rc — 


m 

- v. 

m + M 


116. 面积 积分. 开普勒第二定律 微分方程⑴ 描述点 P 在运动坐标系 Oxyz 
中的运动.可以像点 P 在中心引力 - mfcr / r 3 作用下相对固定引力中心 O 的运动微 
分方程一样，积分这个方程（这对将来非常方便)., 

根据动量矩定理， P 点相对 O 点的动量矩是常量，由此得 

# 脅 


r x v = c ， (2) 

这个关系式称为面积积分，其中 V = #是 P 点相对 O 点的速度， C 是面积积分的常 
向量 • 

向量 C 在坐标系 Oxyz 各轴上的投影等于 

♦ 

c x = yz - yz , c y = zx - zx , c z — xy - iy , (3) 

嘩 

其中右边部分可以对任意时刻（如初始时刻）计算. 

如果 c x = c y = c z = 0,则显然 P 点沿着过 O 点的直线运动.如果在⑶中即使 
有一个不等于零，则向量 r 在运动过程中始终位于垂直于向量 c 的固定平面内，这 
个平面的方程为 


c x x + CyV + c z z = 0. 


(4) 


可见， P 点的轨道是平面曲线.轨道平面由向量 c 或者初始位置 r 0 和 P 相对 O 的 
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M V 0 唯一确定. 

下面我们来解释面积积分的几何意义.引进 坐标系 Oxyz 使其坐标面 Oxy 与轨 

道面重合，那么 Cx = Cy = 0, Cz — xy-xy = yj (? x + + c 2 z = | c ?|) •设 0 是向径 r 

与 05 轴的夹角，那么 


X 


r cos 0， 


y 


rsinOj 


x 


♦ 

r cos 9 — Or sin 0, 


y 


r sin 9 + Or cos 0. 


由这些表达式和 ^ 的表达式可得面积积分的极坐标形式 


r 


2 


dO 

dt 


Cz 


⑸ 


设 P 和泸（图 121) 是质点 P 在时刻《和 t + △〖所在的位置，其中 At 是小量. 


对于曲线三角形 OPP ， 的面积，精确到 A 0 的 
表达式 


阶量有 


= 一 / M . 


在该等式两边同时除以 At 并令 At 趋于零得 


dS 

dt 




⑹ 



导数 dS / dt 在力学中称为扇形速度•由 （5) 和 （6) 可得 


图121 


dS 

dt 


一 c 歹， 
2 


可见 p 点的扇形速度为常数，这就是面积积分的几何意义. 


由此可 得开普勒第二 定律： 从太阳指向行星的向径扫过的面积正比于其走过的 


时间. 


117. 二体问题的能量积分 P 点在相对引力中心 O 的运动中的动能和势能为 


T= ^ 


n 


mk 


r 


由于除了有势力以外没有其它力，并且势能 n 不显含时间，机械能五 = t + n 为常 
数，因此在二体问题中存在能量积分 


2fc 

v 2 -= h (h = const ) 

r 


⑺ 


能量常数 ft 由 p 点的初始位置和速度决定: 


h 



2 k 

ro 
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由积分 （7) 可知，当 P 点远离 O 点时速度减少，而在 P 点接近 O 点时速度增 
大.如果於0则 P 点可以远离 O 点任意 距离； 如果 ft < 0则由⑺可知， P 点和 O 
点的距离 r 不可能超过 2 fc / 问 ，即 P 点在空间的有限范围内运动. 

118. 拉普拉斯积分由 ⑴和⑺可得等式 


c x r = 


A 

尸3 


r x r) x r. 


⑻ 


但因为 



d 

d 亡 


(c x v) 


和 


(r x r) x r = r(r - r) — r(r - r) 


=rr 


2 


rrr 


r 


3 


rr 


rr 


r 2 


r 


3 


d 
dt 




由等式 （8) 可得 

由此可得 



r 

C X V + fc- = —/• 

r 


⑼ 


关系式 （9) 称为拉 普拉斯积分， 而向量/称为 拉普拉斯向量 .（9) 式右边的符号是为 
了进一步使用该积分方便而弓 I 进的. 

由关系式 （9) 立刻得到 

c/ = 0, (10) 


即拉普拉斯向量垂直于常面积向量，并且位于轨道平面内. 

拉普拉斯向量的大小可以用 fc 、 能量积分常数和面积常数 h ， c 表示 • 事实上，考 
虑到向量 C 和垂直，由⑼有 

I 

/ 2 = k 2 ^r -c 2 v 2 + —(c x v) • r. (11) 

rp 

利用向量混合积的性质和等式 （2) 得 

(cx v) - r = — (r x v) • c = —c• c = —c 2 . 

由此式和⑺可知，关系式 （11) 可以写成. 

f = k 2 + he 2 . (12) 
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119. 轨道方程 • 开普勒第一定律 利用拉普拉斯积分和面积积分可以得到 P 
点的轨道方程 • 

由⑼立即可得，当 c = 0时点的轨道是直线 : r = - T - f . 设 c 一 0,将拉普拉斯 
积分 （9) 的两边点乘 r 可得等式 

r • (c x v ) + -(r • r ) = _(/ • r ). 

又因为 r -( cxv ) = - c 2 , 上面等式可以写成 


— c 2 + fer = —/r cos i /, 

其中 p 是 P 点向径 r 和拉普拉斯向量/之间的 
夹角（图1 2 2)，角 z / 称 为真近 点角. 

如果引进记号 



e = i， P=c ~p 

则由 （13) 可得 P 点的轨道方程 


(14) 图 122 



V 

1 + e cos p 


(15) 


关系式 （15) 是焦点位于0的圆锥曲线的方程，其中 p 是椭圆参数， e 是轨道偏心 
率 . P 点相对 O 点的轨道或者是椭圆 （e < 1)，或者是拋物线 （e = 1)，或者是双曲线 
(e > 1)，当 e = 0时轨道是圆. 

对于行星轨道 有开普勒第一定律：行星沿着椭圆运动，太阳是其焦点之一 • 


120. 轨道性质对初始速度的依赖性 • 第一与第二宇宙速度设 P 点的轨道不 

是直线，即 C 一 0,如果给定 P 点相对 O 点的初始距离 ro , 轨道性质完全取决于速 
度.我们来研究轨道偏心率对吻的依赖性. 

由 （12) 和 （14) 可得偏心率 


c 2 

能量常数 h 等于％ - 2 k / r 0 . 由此可知，如果< 0则轨道是椭圆 （e < 1)，这就意味 
着 v 0 < 满足这个木等式的速度称 为椭圆 速度. 

如果 h = 0,即？; 0 = y/2kJro, 则 e = 1，轨道是拋物线•速度如= \/2 fc/ro 称为 
抛物线速度， 这是距 O 为 ro 的 P 点可以远离 O 无限远所具有的最小速度. 

如果〉0,即吻> y /2 k /7 0 , 则轨道是双曲线 （e > 1)，这个速度称为双曲线 
速度. 
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第一宇宙速度 W 是地球表面处的圆速度.我们来求这个速度，设 m 是卫星的质 


量， M 是地球的质量，7是万有引力常数，卯是地球表面的重力加速度，那么 


mv 


ro 


mgo 


7 


mM 


(16) 


由于 m 《 M ， 可以认为 fc 




7(m + M )« 7 M , 因此由 （ l 6 ) 可知，近似地有 


vi 


goro 


A 

ro 


取地球半径 ro 为 6371 km , 而伽取 9.82 m / s 2 , 可得» 7.91 km/s 

第二宇宙速度 是在地球表面处的拋物线速度，即 


VII 


2k 

ro 


V2v 



11.2 km / s . 


121. 开普勒第三定律设 P 点的轨道是半轴为 a 和6的椭圆，根据解析几何 


可知 a 和6可以用椭圆参数和偏心率直接表示 


P 




P 


e 




(17) 


P 


V 


OL 


a 


F 



123 


椭圆轨道上最接近焦点的点称为近 心点， 而最远离 
焦点的点称为 远心点 ，它们在图123上分别用 7 T 和 a 表 


7Jn. 


7T 



点 P 沿轨道运动一个周期: T ， 向径扫过整个椭 
考虑到椭圆面积为 ttM ， 又根据面积积分，: P 点的扇 


形速度为常数并等于 C /2, 可得 


nab = — cT . 

2 


(18) 


又由 （14) 和 （17) 可知 c 

等式： 




和 p 




6 2 / a , 所以由 （18) 可导出 P 点运行周期的不 


T 


27ra 3 / 2 


Vk 


(19) 


向径 M 转动的平均角速度 n = 2 tt / T 在天文学中称为平运动，根据 （19) 有 



Vk 

^72* 


( 20 ) 


我们研究质量分别为和 m 2 的点巧和 P 2 . 如果忽略2个点之间的引力，则每 
个点绕0 沿着圆锥曲线运动，那么它们的运行周期为 


2 na 


3/2 


2 丌 <2 会 / 2 
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由此得 


Ti _ m2 + M af 

Tf = mi + M a| 

在《 Af 和 m 2 《 Af 时，这个关系式写成下面近似形式: 





4' 


( 22 ) 


等式 （22) 给岀 了开普勒第三 定律: 行皇绕太阳运行周期的平方之比等于它们轨道的 
半长轴立方之比. 


122. 开普勒运动中的时间 • 开普勒方程 在前面几小节中确定了 P 点轨道的 
几何 性质： 轨道是圆锥曲线并位于垂直于定常面积向量 c 的平面内.轨道在该平面 
内的位置由拉普拉斯向量/唯一确定，向量/过圆锥曲线焦点0指向近心点 7 T . 

为了完全求解二体问题，还需 确定尸 点沿着其轨道的运动规律.我们假设轨道 
是椭圆，由面积积分有 r 2 z > = a 据此，又利用轨道方程 （15) 和不等式 U 4)，（17) 和 
(20) 可得 


du 

dt 



y/k 

p 3/2 


(1 + e cos u) 


2 


= (li^2 ) 3/2( 1 + eCOSZ/ ) 2 - 

设 T 是 P 点经过近心点的时间，那么由上面方程可得 V = 〃⑷满足的 关系: 



du 


n 




ecos u) 2 



已2)3/2 




(23) 


如果由此求岀函数 z / = z /( t ), 则点沿着轨道的运动规律就知道了. 

求得的二体问题解依赖于6个任意常数，这6个常数可以取常数 r 和7个常数 
^ cy ^ c ^ hj ^ fyj , 中的5个，这7个常数与关系式 （10) 和 （12) 有关. 

从超越方程 （23) 中求解岀 z / = 是非常困难的.我们引进新变量五代替& 

用 E 表示 z / 非常简单，而确定 E =万⑷的方程，尽管也是超越方程，但比 （23) 的 
求解要简单得多. * 

E 和〃之间的联系由下面等式给岀 


tan 


E 
2 



(24) 


其中五称 为偏近 点角.可以证明偏近点角有下面几何意 义:过 P 点作轨道半长轴的 
垂线（图124)，与以轨道长轴为直径的圆交于 g 点， g 点和椭圆中心的连线与轨道 
半长轴的夹角就是偏近点角五， E 依赖于 Z / 的关系在图125中给出.由 （24) 可知， 
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图124 



图125 


du 




e 2 


ecos-E 


dE , 


1 + ecosz / 


e 


2 


ecosE 


利用这些关系式可得等式 （23) 左边积分的表达式如下 



V 


du 


0 


(1 + ecosz /) 2 (1 — e 2 ) 3 / 2 



E 



e cos E)dE 




o 



e 2)3/2 


(E — e sin E ) - (25) 


引进记号 M = n ( t - r ), 这个 Af 在天文学中称 为平近 点角，那么由 （23) 和 （25) 有 
下面方程 

E — esinE = M , (26) 


这个方程称为 开普勒 方程. 



123. 开普勒轨道要素 二体问题的解依赖于由方 
程初始条件决定的6个任意常数.这些常数的选择有 
很多不同的方式，不一定要像前面几小节求解二体问 
题的过程中所做的那样.我们来研究称为开普勒轨道 
要素的任意常数，它们在天体力学中很常用.开普勒要 
素取下面6个由初始条件唯一确定 的量： 

p ， e ， T 的含义在前面小节已经 说明： pi 轨道参数， 
e 是偏心率， t 是过近心点时间 . D 是轨道面和坐标面 
Oxy 交线与 Ox 轴之间的夹角（图126)，称为升 交点赤 


经.要素 i 是轨道面与坐标面0叩之间的夹角，称 为轨道倾角. 参数 o ; 确定轨道在 
轨道面内的位置，称 为近心点幅角 ，是从0到近心点连线与轨道面和坐标面交 
线之间的夹角. 


124. 三体问题与多体问题 n 体问题 ( n >2) 是指，在真空中有 n 个质点，相互 
按牛顿万有引力作用，给定各点的初始位置和速度，求各点位置随时间的变化函数. 
.这个问题至今没有解决，甚至对于三体情况.可以证明，除了根据动量定理、动量矩 







[125] 
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定理和动能定理存在经典的积分外，再也没有其它可以用坐标和速度的代数或者单 
值超越函数给出的积分. 

对于天体力学和宇航动力学来说，最重要的 是限制性三体问题， 它是研究质量 
很小的质点在2个有限质量的质点引力作用下运动，其中假设该点的质量不影响有 
限质量的2个点的运动.在限制性三体问题中，2个有限质量的质点按照二体问题确 
定的已知规律运动，于是限制性三体问题的分析归结为研究一个小质量质点的运动. 
当然，这个问题远比一般（非限制性）三体问题简单， 但是 也不能彻底积分岀来（准 
确地说它是不可积的 y . 

§2. 刚体在中心牛顿引力场中的运动 

125. 引力主向置•引力矩 在通常“地球的”力学问题中，在处理临近地球空间 

或地球表面上的研究对象时，作用在两个质量相等的质点上的引力大小和法向都相 

同，因此对质心的引力矩等于零. 

实际上地球对物体不同质点的引力不是平行 的，. 因为 

它们都指向地心®，此外，物体上不同的点一般到地心的 

距离不同，由于这个原因，引力不一定可以简化为过物体 

质心的合力，也可能对质心产生引力矩.引力矩可以用非 

常简单的例子解释.设两个质点巧和巧质量相同，用 

无质量的刚性杆连接，设 O 是杆中心（质点 乃和巧的 

质心)，而 O * 是引力中心（图 127). 假设 O.Pi > O . P 2 , 

如果 h 是力巧对0点的力臂，&是力灼对0点的 
力臂，则比较三角形 0*^0 和 0* P 2 0 的面积可得 

九2 _ 0*^1 . 

h[ = 0^ • 

再由等式巧> A 可知，在 O.Pi > O . P 2 情况下有 F 2 h 2 > 因此出现了使杆 

PiP 2 趋向直线 0*0 的 力矩. 

在通常“地球的”条件下，引力矩与其它力矩相比非常小.但在天体力学中引力 
矩经常具有决定性作用，例如月球相对质心的运动差不多完全由地球的引力矩决定. 

我们来研究自由刚体在中心牛顿引力场中的运动，根据第108小节，为了得到 
运动微分方程，需要知道引力主向量和对刚体质心的引力矩. 

设是以刚体质心为原点的坐标系， OZ 轴沿着连接引力中心 0* 和刚体 
质心0的直线（图128)，轴 OF 沿着质心轨迹的副法线，从该轴上看质心的运动是 
逆时针的， OX 轴与 OF 和构成右手直角坐标系. OXYZ 通常称为 轨道坐标系. 

® 我们假设地球是均质或者非均质的球，在它的每个点的密度仅依赖于该点到球心的距离.可 
以证明，在这种情况下地球引力场与位于球心的等质量质点的引力场相同. 
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设 ii 是刚体质心相对引力中心的向径， r 是刚体内质量为 dm 的微元的向径 
(图129)，微元所受的引力为 



( 1 ) 


其中7是万有引力常数， M 是引力中心 O * 的质量.刚体所受引力的主向量 F 可由 
(1) 积分得到.在计算中要考虑到刚体的尺寸远远小于刚体质心到引力中心的距离， 
这对于行星的自然卫星和人造卫星都是正确的. 


设 p 是微元 dm 的向径， X ， y ， Z 是微元在轨道坐标系中的坐标，那么有 


. r = R + p, T = y^l + 2^ 4- -^ 2 - (2) 

如果忽略 ( p / R ) 2 及其更高阶量，则由 （ 2) 可得 1/P 的泰勒级数为 



r 3 



R 3 



(3) 


将 （2) 中的 r 和 （3) 中的 1/ r 3 代入公式 （1) 并进行积分，再考虑到质心位于坐标原 
点有 ' 

J Xdm = J Ydm = J Zdm = 0 . 

在上面指出的精度下，积分给出引力主向量为 



丑， 


其中 m 是刚体质量.由此可知，如果忽略 ( p / R ) 2 及其更高阶量，则刚体的尺寸不影 
响引力主向量的大小和方向.进而可以认为，质心沿着圆锥曲线运动，这个运动在前 
面几小节中已经详细研究了. 
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下面来求引力矩.设 Oxyz 是与刚体固连的坐标系，其各轴沿着刚体的中心惯 
性主轴（图129)，刚体相对轨道坐标系的方向可以用欧拉角 也0，中 确定. 从坐标系 
Oxyz 到坐标系 OXYZ 的变换矩阵的元素用欧拉角表示的公式就是第19小节 
中的 （3). 

在公式 （1) 的基础上可得引力对质心的主矩 M 0 的表达式 


M 0 



pxdF 





p x r 

^*3 


dm ， 


⑷ 


式中的积分是对整个刚体进 行的. 我们利用坐标系 Oxyz 来计算积分（4)，在这个坐 
标系中有 


9 


xi + yj + zk, 


R 


+ 0*323 + 奶3尨)， 


r 




(x + -Ra 3 i)i + (2/ + Ra32)j + (^ + i?a 33 )fc ， 


p x r 


-R[(y^33 


za 32 )i + (za 3 i - xass)j -h (xa 3 2 


yd 3 i ) k ] 


如果在 1/ r 3 的泰勒级数中忽略 ( p / R ) 2 以及更高阶，则得 



r 3 ii 3 [1 一 互 ( xa 3i + V a 32 + za^)] 


在同样的精度下，由 （7) 和⑻得 


⑹ 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


p x r 

尸3 


R 2 



1 - ^(xa 3 i + ya 32 + za 33 ) 


[( ya 33 


za 32 )i 


+(za 3 i - xa 3 s)j + (xa 3 2 


ya3i)k]. 


⑼ 


将这个表达式代入公式 (4) 并进行积分，因为 Ox ， Oy，Oz 轴是刚体的中心惯性主轴， 
所以有 



xdm 





ydm 



zdm 




0, 



xydm 



xzdm 



yzdm 


0. 


( 10 ) 


考虑到 （10)， 积分⑷得 


Mo = J[{y 2 - z 2 )a 3 2a33i + (z 2 - x 2 )a 3 3a 3 ij 


+(x 2 - 2/ 2 )a 3 ia 3 2fc]dm. 


( 11 ) 


可以看岀 




2 


z 2 )dm = C — B, 


j (z 2 — x 2 )dm 




A 


C ， 




2 


y 2 )dm 


B 


A 
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其中 A , B , C 是刚体对 Ox , Oy , Oz 轴的惯性矩，从 （11) 可得引力矩在刚体固连系 

Ox , Oy , Oz 轴上的投影 M x , M y , M z 如下： 


M x = ^( C - B ) a 32 a 33, M y = ^( A - C ) a 33 a 3 i , 


R 3 


R 3 


M z = ^(B-A)a 31 a S2 . 

t 

可以发现，表达式 （12) 是近似的，忽略了 ( p / R ) 2 以及更高阶量. 


( 12 ) 


126. 刚体相对质心的运动方程 为了得到刚体 相对 1 质心的运动微分方程，我们 


利用欧拉动力学方程 




dp 


d 孟 + (C — B)qr = M X1 


+ (A — C)rp = My , C — + (B — A)pq = M Zy (13) 


其中 M x ,My,M z 按公式 （ l 2 ) 计算，并且有 


R 



/ 


1 + e cos 〆 


(14) 


其中# 和 e 是轨道参数和偏心率， z / 是真近点角，即质心向径 R 与过引力中心 O , 
并垂直轨道的直线之间夹角.根据第122小节，〃满足方程 


i = + ( 15 ) 

因为刚体质量 m 远远小于引力中心质量，故可以认为 fc = 7^. 

将刚体绝对角速度在0% 0% Oz 轴上的投影 p ， g ， r 用欧拉角及其导数和质心轨 
道运动角速度 （15) 表示. 可以发现，刚体参与复合 运动: 刚体相对轨道坐标系 
转动，而轨道坐标系由于质心沿轨道运动而绕 OF 轴转动.刚体相对轨道坐标系的 
角速度分量可以由欧拉运动学方程得到，而轨道坐标系绕 OY 轴转动的角速度等于 
!>，因此有 

♦ # 

p = ^ sin 9 sin cos<p + z>a 2 i ， 

q = ij) sin 9 cos (p — 9 simp z>a 22 ， （ 16) 

♦ 

r = 0 cos 6 + (p + z>a 23 , 

其中％由第 19 小节中⑶确定. 

考虑到等式 （12)， （14) 和第 19 小节中 （3)，（13)，(15) 和 （ I 6 ) 共 7 个方程构成了 
刚体相对质心运动的封闭方程组，这些方程广泛应用于研究人造地球卫星的运动. 

如果在方程 (13), (16) 中利用 （15) 引进新自变量——真近点角^来代替时间（， 
则得6个一阶方程.如果将 （16) 中的 p , q , r 代入 （13) 则得欧拉角叭的3个 

方程. 
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还可以发现，如果质心的轨道是椭圆， d 为轨道的半长轴，则根据第120小节-第 
122小节可得 


du 
dt = 


(1 - e 2 ) 3 / 2 


(1 + ecosi/) 2 , 


7M 

'W = 



(1 - e 2 ) 3 


(1 + ecosz/) 3 , 



其中常数 n 是质心的平运动 , n = VtS 7/^ 3/2 , 对于圆轨道 (e = 0) n 是向径 ii 转动 
的角速度. 


127. 在圆轨道上刚体的相对平衡 如果刚体质心沿着圆轨道运动，则存在相应 
于相对平衡位置的运动.刚体的相对平衡是指在轨道坐标系中静止，即0 = const , 

0 = const , (p = const . 这些运动之一是 


4 = 0，0 = 0 ， (f = 0. (18) 

对于这个运动，刚体固连坐标系的坐标轴 Ox ， Oy，Oz 分别沿着轨道坐标系的 OX ， 
OY , OZ . 

为了证明存在解（18)，我们由方程 （16) 和第19小节中 （3) 可知，对于圆轨道， 

当4 = 0，0 = 0，(^ = 0时有叫=(^ (心是克罗尼克记号，当 i = j •时心=1， 
当 S j •时心= 0 )， p = 0 ， r = 0 ， q = n = const . 由此可知，对于解 (18), 引力矩 

(12) 等于零且方程 （13) 为恒等式. 

可以证明，存在24个不同的几何平衡位置，它们相应于卫星中心惯性主轴与轨 
道坐标轴重合的全部情况.从力学观点看 .( 在引力场中刚体动力学研究的框架内)， 
只是刚体中心惯性主轴中的哪一个沿着给定方向的问题.显然，在24个不同的几何 
平衡位置中在力学上不同的只有6个:1个惯性主轴的3个位置（沿着质心向径、沿 
着轨道切线和沿着轨道法线）中的每一个，其它惯性主轴存在2个不同的位置（第3 
个惯性主轴自动沿着2个不同的方向). 

还可以证明，如果引力矩用近似表达式 （12) 确定，则不存在刚体中心惯性主轴 
与轨道坐标轴重合的相对平衡位置. 

对于相对平衡位置，刚体绝对角速填向量沿着轨道平面的法线，刚体绝对角速 
度的大小等于质心圆周运动的角速度 n ， 即刚体转动周期等于质心运动周期.由此可 
知，刚体始终以同一个面对着引力中心 . 在自然界中这样的例子是月球的运动（它始 
终以同一个面“看着”地球）和行星的很多卫皇的运动，在工程技术中这样的例子是 
大量的人造地球卫星. 


128. 平面运动 在中心牛顿引力场中刚体运动微分方程有平面运动解.对于这 
样的运动，刚体的中心惯性主轴之一始终垂直于质心轨道平面. 
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我们来推导平面运动微分方程.设我们所研究的运动中刚体惯性主轴02垂直 


于轨道平面，即 



7T 

2' 


^ = 7 T y 


(19) 


那么第19小节中 （3) 变为下面形式 


an 


cosp, 


^12 




sinp ， 


^13 


0, 


<^21 


0, 


0^22 




0, 


^23 


1， 


( 20 ) 


^31 


sinp , 


^32 


cosp ， 


«33 


0. 


对于运动 （19)， 刚体惯性主轴 Oa ;，02/ 位于轨道平面内，它们相对轨道坐标系的01， 
OY 轴的位置如图130所示. 



由（12)， （16) 和 （17) 可得，在（ I 9 )成立时有 


V 




0, 


Q 




0, 


r 


P + 沴， 


( 21 ) 


M x 


0, 


My 


0, 


M z 


3 n 


2 



e 2 ) 


3 


(1 + ecosz/) 3 (B — A ) sin (p cos ip . 


( 22 ) 


将 （21) 和 （22) 代入 （13) 得，前 2 个方程是恒等式，第3 

个方程为 


C((p + i>) 





n 


2 


(1 + e cos i^) 3 {B — A ) sin (p cos < p . (23) 



e 2 ) 3 


这个方程和关系式 （17) 中的第 1 个 


n 


v 



e 2)3/2 


(1 + e cos u ) 


2 


(24) 


构成了描述刚体平面运动的微分方程组.如果利用 （24) 引进新自变暈 —— 真近点角 
v 来代替时间〖，由方程 （23) 可得1个微分方程.利用关系式 




d(p . 


n 



d<p 

e 2)3/2 如 


(1 + ecosz /) 2 , 


n 


w w 



e 2)3/2 


d(p 

du 


^ od 2 (p 

2 e sin u(l + e cos v)v + (1 + e cos v ) 沴 


n 


2 



e 2 ) 


3 


(1 + ecosz /) 3 I (1 + e cos v 


d 2 <p 

du 2 


2 e sinu ^- 


du . 

u = — • 1/ 

du 


2 n 2 e sin z / 

e 2 ) 3 



(1 -f e cos u ) 


3 
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将0和代入方程 （23) 得 


2 


C ^~ e 2 j 3 ( 1 + ecosz/) 3 [(l + ecosz/) ^ 


d(p 

2esini/— - 2e sin u] 


3 


n 


2 


(1 + e cos u) 3 (B — A) sinpcos 



e 2 ) 


3 


由此可得牛顿中心引力场中刚体平面运动微分方程® 


(1 + e cos v 


d 2 (p 

du 2 


2 esinz /^ + 3 


A 


B 


C 


simp cos<p 


2e sinu 


(25) 


设刚体质心轨道是圆，如果引进记号抑= a ， 则在 e = 0时由方程 （25) 得刚体沿圆 
轨道运动时的平面运动方程 


d 2 a 

du 2 


+ 3 


A 


B 


C 


sin a = 0 


{y = nt). 


(26) 


如果 A > B , 则方程 （26) 是物理摆的方程，其运动在第93小节〜第96小节中已详 
细 讨论. 如果 A < B , 则用变换= a + 7 T 来代替变换 2 <p = a 又可以得到摆的方 
程.如果4 =汉则0 = 0,即刚体绕轨道平面的法线以任意角速度等速转动. 

i . 


①这个方 @ 首次 见于： Bejiei^KHH B. B. O JiH6pai；HH cnyTHHKa. B c6 •: McKyccTBeHHbie cnyT- 
hhkh 3eMJiH, 1959 ， Bhin. 3, M.: M3fl —bo AH CCCP, c. 13—31. 
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变质量系统动力学 


§1. 基本概念与定理 

129. 变质置系统的概念 至今为止我们都是认为组成质点系的质点恳的质 
量= 1，2, •…， AT ) 是不变的，质点数目 JV 也是不变的.但是在自然界和工程 
技术中也有这样的情况，在某时刻有一些质点离开或者进人我们所研究的系统，结 
果使系统的成分，即组成给定系统的质点的集合，随着时间改变质量. 

如果系统的质量或者组成系统的质点，或者两者同时随着时间变化，我们称该 

系统为 变质量系统. 

在很多自然现象中都有变质量系统运动情况，例如，地球的质量由于陨石的溅落 
而增加，下降的陨石由于空气的作用发生破碎或者燃烧使质量减少，浮冰由于溶化而 
减少质量，又由于结冰或者降雪到其表面而增加质量 .• 变质量系统的例子在工程技 
术中也有 很多： 运动的传送带在某时刻添加或者取走货物，火箭在燃料燃烧中质量 
发生变化，喷气飞机的质量因空气进入发动机而增加，又因燃烧的燃料喷出而减少. 

前面章节得到的关于力学系统运动的所有结论，都利用了牛顿第二定律给出的 
质点加速度与其受力之间的关系.然而，牛顿第二定律只对常质量系统成立，变质量 
系统动力学需要专门研究. . 

我们将采用如下关于变质量系统模型的 假设： 系统的分离或并人质量是小量， 
2次发生分离或并入的时间间隔是小量.在这些理想化假设下，离开质点系的质量 
Mi ( f ) 和进入质点系的质量 M 2 { t ) 是时间的连续可微函数. 
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如果系统的质量 M ( t ) 在 t = 0时刻为 Mo , 则它随着时间的变化规律为 

Af ( t ) = Mo — Mi ( t ) + M2 { t ), 

其中 M u M 2 是时间的非递减的非负函数， M { t ) 是连续可微的. 

变质量质 点是指变质量微粒足够小，使得确定其位置和运动时可以看作无尺寸 
的物体. 

130. 变质置系统动置定理 设某个质点系相对惯性坐标系 Oxyz 运动，我们来 
研究相对 Oxyz 运动和变形的封闭 曲面孓 质点按照各自的运动可以进入或者离开 
曲面 S 围成的空间区域. 

我们用 G 表示曲面 S 内的质点组成的变质量系统，其动量用 Q 表示. 

固定时刻 t =虼并用 G *， 表示在该时刻位于曲面 S 内的质点组成的变质量系 
统， 系统 G * 的动量用 Q * 表示.因为在6 = 〆 时系统 G 和 G * 重合，所以在该时刻 
有 

Q = Q*. (1) 


在时刻= 〆 + At , 系统 G 和 G * 的动量分别为 Q + AQ 和 
Q * + AQ *. 在图131中实线表示曲面 S 在时刻的位置，而虚 
线表示组成系统 G * 的质点在时刻形成的曲面的位置，显然， 

Q + AQ = Q * + AQ *- AQi + AQ 2 , (2) 

其中 AQi 是在 At 时间内离开曲面 S 围成区域的质点在时刻 
动量之和，而 AQ 2 是在 At 时间内进入曲面 S 围成区域的质点 
在 t ，， 时刻动量之和.这些质点分别填充了图131中的区域 G 和 



图131 


G 2. 

由⑴和 （2) 可得 


= 一 ^Qi -h ^^2* 


(3) 


设 fi ( e ) 是在 〆 时刻作用在系 k G (也就是系统 G *) 
上的外力主向量.因为系统 G * 是常质量系统，所以可以 
对它使用动量定理，即 


dg * 

~dT 



J 2 ⑷ 


将公式 （3) 两边除以 At 并令 At — 0,再考虑到等式 （4) 可得 


(4) 


dQ 

Ht 


= il ⑷+厂 


⑸ 
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其中 F 


Fi +巧，而 


lim 

At— 0 At 


lim 柴 

△ t—o At 


⑹ 


向量 巧和灼 有力的量纲；称为反推力.反推力是由质点分离引起的，而 
朽是由质点并入弓1起的.、 


131. 变质置系统动置矩定理设 4为惯性坐标系 Oxyz 中的不动点， M { ； ] 是 


外力对4点的主矩，是系统 G 对4点的动量矩.类似第130小节可以证明， 



M 


(e) 


+ M 


(F) 


其中 M { p 


M 


(F) 


A1 



dK A 
dt 

mZ ) 是变质量系统 G 产生的附加 力矩: 


⑺ 




lim 

— ►O 


AKai 

At 


M 


(F) 


A2 




AKa2 

At 


⑻ 


这里的 AKai 是在 At 时间内离开曲面 S 围成区域的质点在 t 时刻的动量矩 
之和，而是在 At 时间内进入曲面 S 围成区域的质点在 f 时刻的动量矩 
之和. 


§2. 变质量质点的运动 

132. 运动微分方程 设变质量质点 P 相对惯性坐标系 Oxyz 运动，质点 P 的 
质量由于尺寸可以忽略不计的小质量微粒同时分离和并入而随着时间变化. 

设是在 〆 时刻离开质点 P 的微粒的绝对速度（相对 Oxyz 的速度)，而 ii 2 
是在 C 时刻并入质点 P 的微粒的绝对速度，设 AMi 和 AM 2 分别是离开和并入微 
粒的质量，那么，利用上一节的记号，精确到 At 和 AM , (i = l ,2) 的一阶小量，有 
下面等式 

AQi = AMiUi, AQ2 — AM2U2, 

根据第130小节中⑹得 


Fi = - 


dMi 

dt 


ui, 


F2 = 


dM 2 

~dT 


以 2 , 



这里的分别是在时间段 t 内离开和并入质点 P 的质量，在 t = 0时 P 
点质量为 Mo . 

设 t ; 是 P 点的绝对速度，那么其动量为 


Q = Mv . 

将⑴和 （2) 代入第 130 小节的方程 （5) 得 


dM 

dt 


v + M 


dv 

dt 



dMi 

dt 


Ui + 


dM 2 

~dT 




(2) 
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其中 i 2 是作用在 P 点的合力.利用关系式 M = M 0 - + M 2 可将上面等式改 


写为 


M 


dv 

dt 


R 


dMi 

dt 


(ui 


♦ 莘 ㈨ 



(3) 


方程 (3) 是变质量质点的运动微分方程，称为广 义密歇尔斯基方程. 

可以发现 ， ux - V = u lr 是分离微粒相对质点 P 的速度，类似地 u 2 - V = u 2r 
是并入微粒相对质点 P 的速度. 

设只有分离微粒，则 M 2 三0， M ( t ) = M 0 - ⑷， dM/dt = - dMi / dt , 这时 

方程 （3) 变为 

, .dv _ dM “、 

M dt =R ^~df UlT ' (4) 


方程⑷称 为密歇尔斯基方程. 由此可见，微粒分离等效于在质点 p 作用附加 
力朽= ^ u lr (称 为反推 力)，类似地可以看出微粒并入质点的效果.反推 力在数 

dr 

值上等于 ^ (称为每 秒质量消耗） 乘以分离（或并入）微粒相对变质量质点的速度. 
在微粒分离%况下反推力方向与分离微粒相对速度相反，而在微粒并入情况下 
反推力方向与并入微粒相对速度相同. 


设只有微粒从变质量质点 P 分离出去，如果分离微粒的绝对速度 W 等于零，则 
密歇尔斯基方程 （4) 变为 


M 


dv 

dt 


R 


dM 

dt 



1 


或者 


d ( Mv ) 

dt 



即，如果分离微粒的绝对速度等于零，则变质量质点 p 的动量对时间的导数等于作 
用在质点 P 上的合力.如果分离微粒的相对速度等于零，则由方程 （4) 可得 


M 


dv 

di 



即，如果分离微粒的相对速度等于零，则变质量质点 p 的运动方程写成常质量质点 
运动方程的形式. . 


133. 火箭在引力场外的运动 设变质量质点 P 在重力场外的真空中运动，如 
果将火箭看作质点并忽略宇宙介质阻力、引力和光压等，这样的变质量质点可以作 
为在宇宙空间中运动的火箭的模型，那么 il == 0,由方程⑷可得火箭运动的向量方 


程 


M 


dv 

~dt 



⑸ 


其中％是燃料分离相对速度.假设％的大小是常数并且方向与火箭速度 t ; 相反， 
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5 132 


那么火箭将沿着向量 t ； 的方向作直线运动，我们取这 
个直线为 Oo ; 轴（图132)，将方程 （5) 向 Oo ; 轴投影得 


M 


dv 

dt 



⑹ 


其中叫 是相对速度的大小.假设 t = 0时火箭质 
量等于 M 0 , 速度等于妁，积分方程 （6) 得 




=+ W r In 


Mo 

雨. 


⑺ 


由此可见，在给定时刻火箭的速度依赖于火箭初始质量与当前质量之比.设 m t 
是燃料的旬始质量，而 m k 是燃料耗尽后火箭的质量（即火箭结构、有效载荷和设 
备的质量)，那么 Mo = Mt + Mk , 在燃料耗尽时火箭的速度可由⑺得到 

蠡 

vk = vo u T ]n 

这就是齐 奥尔科夫斯基公式. 由此公式可知，火箭的极限速度仅依赖于燃料的相对 
储备和燃烧物相对速度，火箭极限速度不依赖于质量变化规律（发动机工作机 制); 如 
果给定关系式 Mt / Mk = ^ (称 为齐奥尔科夫斯基 数)，则极限速度与燃料消耗快慢 
完全无关. 

火箭在轨迹主动段走过的路径依赖于燃料消耗规律.假设在 t = 0时: T = 0,则 
由⑺得 









Mg 



蜀133 


X ~~ V()t ~ 



Mo 


M ⑷ 


dt . 


(9) 


134. 火箭在均匀重力场中的竖直运动 设火箭在均匀重力场中 

竖直向上运动，不考虑介质阻力，将火箭看作质点，初始速度为零，初 
始质量为 Mo , 燃料分离的相对速度％大小是常数，方向竖直向下. 
假设火箭质量随时间的变化规律已知，求火箭速度和上升高度随时间 
变化的函数. 

在火箭上作'用的外力为重力，方向竖直向下，取火箭运动的直线 
为 Oz 轴（图133)，将方程⑷的两边向 Oz 轴投影得 


= -Mg - 
dt y 

_ 

将该方程积分后可得火箭速度 


dM 





Mo 

W ) 


一 fft. 
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如果设^ = 0时2 = 0,则积分方程 （10) 可得火箭上升髙度随时间变化的公式 




./ln!d 卜专 



M ⑷ 


( 11 ) 


设火箭质量按指数规律变化 


M 


M 0 e 


—at 


1 


( 12 ) 


其中 a 是正常数，描述燃料消耗的快慢.燃料消耗质量从的增加规律为 

Mi = M 0 (1 - e ~ at ). 

根据第132小节的 （5) 可得反 推力巧 的表达式 

Fi = aMoe~ at u t = au r M, 


即 cm r 是火箭反推力产生的加速度. 

对于质量变化规律（12)，由 （10) 和 （11) 得 


V = {au t - g)t, 



(13) 


由此可知，只有在 g 时火箭才会竖直上升，这就是说，火箭反推力产生的加速 
度应该大于重力加速度. 

设燃料质量 M t 给定 ，由 （ 12) 可得燃料耗尽时刻纟 K . 因为在燃烧结束时 M = 
M K ， 所有由 （ 12) 得 

M k = M 0 e~ atK . 


考虑到 M 0 = M t + Mk 并引入记号/? = ln(l + Mt / Mk ), 得 


亡 K 




a 


(14) 


由 （13) 可知，在燃料耗尽时火箭的速度 w 和火箭主动段轨迹长度;^由下面公式 

确定 

W = /?(叫 — |)， Z K = (15) 

燃料耗尽后，即 f > t K ， 火箭质量保持常数，在 f &时有速度〃 K ， 火箭此后上升的 


最大高度为 




由公式 （ 15) 和 （ 16) 可得火箭上升的总高度 h = z K + s 的表达式 

争 



j3 2 U r 
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由此可知，随着 a 增加，火箭上升最大高度也增加.在 a = oo , 即燃料瞬间消耗完的 
情况下，相应的火箭上升最大高度为 


九 m 





下面我们求使火箭主动段上升最高的 a 值.由 （15) 得 


9zk 

da 


(3 


2 ^9 


au T 


2 a 3 


d 2 z K 

da 2 




2 


3 分 


a 4 


(18) 


(19) 


由此可知，当 a = 2" 叫时，即火箭反推力产生的加速度是重力加速度的 2 倍时，^ 
取最大值.由 （15) 得 


么 Kmax 





根据 （17) 得火箭在这种情况下上升的高度 



㈣ 

4g 


即火箭主动段最长时，火箭上升高度是公式 （18) 给出的一半. 


§3. 变质量刚体的运动 


.135. 定点运动变质量刚体是指质点之间距离保持不变且至少包括一个变质 
量质点的力学系统. 


如果 m v { t ) 是质点^的质量，贝!1 


m v { t ) = m u (0) — m ^ i ⑷ + m U 2 ( t ) (y = 1,2, •• - , TV ), (1) 


其中 m ul ( t ) ( m u 2 ( t )) 是在时间 f 内离开(并入）质点 P , 的微粒的质量，非负非递减 
函薄 m v i { t ), m U 2{ t ) 是连续可 微的. 

设变质量刚体有一个固定点 O , 为了得到刚体的运动微分方程，我们利用变质 
量系统的动量矩定理.设坐标系 Oxyz 与刚体固连，是刚体对 O 点的动量矩，如 
果 w 是刚体角速度，则由第 13 r 小节中等式 （7) 可得 


dK 0 

~dT 



( 2 ) 


其中 3 /dt 是（在坐标系 Oxyz 中的）相对导数，是外力对0点的主矩， 
是变质量刚体的附加力矩. 

我们来求岀向量 M ^ F ) .设 Am ,! 是在时间内离开质点尺的微粒质量，而 
Am u 2 是在 At 时间内并入质点兄的微粒质量，如果 wi 和 W 2 分别是在时刻6离 
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开和并入微粒的绝对速度，则精确到 Am ^ i , Am ^2^ At 的一阶小量，有 


N 


AKoi 


〉: - X Uj/\ 


N 


AK02 


^m u 2pu X U U 2 


⑶ 


其中仏是质点尺相对固定点 O 的向径.由⑶和第131小节中等式⑻可得 



(F) 

O 


E dii7i u i 

-^-Pv X u vl + 


N 

E 


dm U 2 


dt 


Pi/ X IX ^/2 


⑷ 


设％是尺点的速度， txg 和 Tig 分别是离开和并入微粒相对兄点的速度， 


那么有 


V 


u + U ( J ) 






1,2)，方程 （4) 可以写成为 


N 



{ J } 




x 


( r ) 

—^—Ki 


dt 



dm U 2 ( r ) 

— U u 2 


dt 


N 





x 


dm u i 


dt 



dm U 2 


dt 


v 


(5) 


利用关系式 （1) 上面等式可以写成 





N 




x 


dm^i 


dt 


u 





dm u2 (r) 

— U u 2 


N 


dt 





dm u 
x —— v 

dt 


⑹ 


根据第 132 小节中等式 （3), 等式⑹中第1个和是反推力对 O 点的主矩 





考虑到 t ; 




再做类似于第82小节中的变换可得，等式 （6) 中第2个和等于 


dJ 




其中 J 是刚体对 O 点的惯性张量矩阵(是时间的函数).于是，变质量刚体的附加力 
矩可以写成 . 

+ ^ u ;. (7) 


公)+ 


dJ 




dt 


根据第82小节中等式（9)，刚体动量矩 K 0 可以写成 K 0 
⑺可得 


Ju ). 再由等式 （2) 和 


dJ 




dt 


duj 

J — — \-qj x Juj 
dt 





(e) 

O 







或者 



duj 




dt 


+ a ? x Juj 






{ o ] 


⑻ 
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如果和 J xy ， J xz ， J yz 分别是轴惯性矩和离心惯性矩，而 p ， g ， r 是刚体 
角速度在 Ox ， Oy,Oz 轴上的投影，则向量方程⑻可以写成类似于第97小节中⑶ 
形式的3个标量方程，这些方程右边会出现附加项 Mi r) , M ^ r) , Mi r) ,它们是反推力 
矩在 Ox ， Oy,Oz 轴上的投影.一般来说，外力矩依赖于刚体在空间中的方向，在研究 
刚体定点运动时还需要补充欧拉运动学方程. 


如果在微粒离开和并入过程中 Ox ， Oy，Oz 轴还是惯性主轴，则方程⑻可以写 
成为类似欧拉动力学方程的标量形式 

A^^(C-B)qr = M x ^-M^\ 


《+ (A - C)rp 




⑼ 


C— + {B^A)pq = M z + M^\ 

其中 A , B,C 是刚体对 Ox , Oy，Oz 轴的惯性矩（依赖于时间)，而 M x , M y , M z 是夕卜 
力主矩在 Ox ， Oy，Oz 轴上的 投影. 


136. 定轴转动设 Oz 是固定轴，变质量刚体绕着该轴作定轴转动，那么 p = 
0 ,g = 0 ,r = u ; z ( t ). 将方程 (8) 向 Oz 轴投影，得 


+ ( 10 ) 

这就是变质量刚体定轴转动的运动微分方程.与常质量刚体定轴转动微分方程的差 
别就是方程右边岀现了附加项 Mi r) ,就是反推力矩在 Oz 轴上的投影.另外，刚体对 
Oz 轴的惯性矩义也是变量. 

例 1半径为 r 的圆环形刚体在常力矩 M 作用下绕竖直轴转动，转动轴与刚体 
对称轴重合.当刚体角速度为吻时开始制动，为此在圆环直径的两端安装两个反推 
发动机.在发动机内气体喷出的相对速度沿着圆环的切线，大小等于％每秒燃料消 
耗为 g ， 带燃料的刚体初始惯性矩等于 J 0 , 求完全制动刚体所需的燃料. 

根据方程 (10), 描述刚体转动的微分方程为 


(Jo - qr 2 t ) 


duj 


M 


qur 


( ii ) 


如果反推力矩足够大 （gur > M ), 刚体转动才可能被制动.解方程 （11) 可得刚体角 
速度随时间的变化 


oj(t) = a;。 + 


qur 


M 


In 1 


qr 


qr 

To 


t 


由方程 uj ( t ) 




0 求出制动时间 


r 


然后由公式 


m = 


qr 求出制动所需燃料为 




e 



第十章 

分析动力学微分方程 


§1. 拉格朗日方程（第二类） 

137. 广义坐标下的动力学普遍方程 我们研究 TV 个质点兄 （P = 1，2,…， AT ) 
组成的系统.如果系统是非自由的，则约束是双面理想的.设质点风的虚位移为 5 rv ， 
质量为 mp ， 加速度为 Wp ， 而 K 是作用在质点恳的合力，那么动力学普遍方程(第 
57 小节）写成 

N 

y ^( i ^ — m v w v ) - Sr u = 0. (1) 

l/=l 

在某些约束或者全部约束是非理想的情况下，在巩中只要补充非理想约束反力 
就可以在形式上与理想约束系统一样来研究. 

动力学普遍方程 （1) 是我们推导本章的分析动力学微分方程的基础，实际上， 
下面所有的质点系运动方程都是方程 （1) 的不同形式，对应于不同性质的主动力和 
约束. 

设系统有 r 个几何约束和 s 个不可积的运动学约束， 设奶，奶 ，…，如是系统的 
广义坐标，其数目 m 等于 3 N — r , 那么质点戽相对于惯性坐标系原点的向径。可 
以写成 叭，92,…的函数形式 


Tv =〜(仍，殳2,… , Qm , t ) 


(2) 
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这些函数是二次连续可微的.如果系统是定常的，则可以选择广义坐标 仏奶，…， q m 
使函数 rv 不显含时间由 （2) 可得（参见第16小节） 




r 


dr u 


V 


m 0 

E or u . 

户丄 J 



1 ， 2,… ， iV )， 


⑶ 


Sr u 




iy = 1 , 2 , … ,iv). 


⑷ 


我们将动力学普遍方程 （ l ) 写成广义坐标的形式，主动力的元功形式为 


N m 

• Sr u = y ^ Qj 6 qj , (5) 

U=1 j = l 

其中％是对应于广义 坐标％ 的广义力，一般是 qiAht (/ = 1 , 2 ,-.. , m ) 的 函数. 

我们再对惯性力在虚位移上所做的功表达式进行变换.利用公式（4)，改变求和 

次序 



( 6 ) 


又 

^ 此 dr u d • dr v \ ^ . d dr v 

dt d( ij dt \t^i 外 J dt 

(j = 1,2，"， m ). 

借助第 16 小节的公式 （25) 可将上式写成 


N 

E 

U=1 


m u 


dr u 

dt 


dr u 

dqj 


d 

dt 


N 


y^muVu 


U =1 


dr u 

dqj 


(j = , m ). 



如果利用系统动能表达式 

T= \tr ' 1 


则等式 （7) 可以写成 


⑺ 


N 

E 


m 


dr u 

u ~dt 


dr u _ d dT dT 
dqj ~ dt dqj dqj 


(j = 1，2,… ， m ). 


⑻ 
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将 （8) 代入 （6) 可得惯性力虚功表达式 






d_dT 

H \ dt d ^3 



ar_ 

9 qj 




将 （5) 和 （9) 代入 （1) 并两边乘以 -1 得广义坐标形式的动力学普遍方程 



&T 

dqj 




⑼ 


( 10 ) 


138. 拉格朗日方程 假设系统是完整的， 那么峋 (j = l ,2,..., m ) 是相互独 
立的，且广义坐标数等于自由度 （m = n ). 利用知,独立性，方程 （10) 成立当且仅当 
所有 S Qj 的系数都等于零，所以方程 （10) 等价于下面 n 个 方程： 


d_dT _ &T 

dt dqi dqt 


=Qi (i = 


， n ). 


( 11 ) 


方程 （11) 称为第 二类拉格朗日 方程' 这是关于 n 个函数 讲⑷的 n 个二阶微分方 
程.这个方程组的阶数为 2 n , 这是所研究系统的运动微分方程的最小可能阶数，因 
为 Qi^Qi (i = 1,2, ••- , n ) 的初始值可以任意选取. 

为了得到拉格朗日方程，必须将系统的动能 T 表示成广义坐标和广义速度的函 
数，必须求出广义力，并且要像 （11) 中那样将 T “ t ) 对广义坐标、广义速度和 
时间求导.可以发现，拉格朗日方程的形式不依赖于广义坐标的选择，选取其它广义 
坐标只会改变函数 T 和 Qi ， 而方程 （11) 的形式不会改变，这就是 i 兑拉格朗日方程 

具有不变性. 

在拉格朗日方程中不包含理想约束的约束反力.如果想求约束反力，需要在积 
分拉格朗日方程后将函数&⑷代入表达式（2)，则作用在恳点的约束反力的合力 
Ru 由下面关系式求出 


= TTlj/T*i/ (t* j j ^) • 

例 1 (刚体绕固定轴的转动）这里 n = 1，广义坐标取刚体绕轴的转角</?， 
广义力等于外力对 u 轴的主矩 （参 见第 54 小节的例 1)， 刚体的动能为 

. T = 


其中人 为刚体对 w 轴的惯性矩.于是有 


&T 

d(p 


Ju 中， 


d^dT 

dt dip 


Ju 令， 


dT 

dip 


0 


拉格朗日方程 


d^&r 

dt dip 


dip 


Q ^> 


® 方程 （ li ) 经常简称为拉格朗日方程. 
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的具体形式为 




例 2 ( 球面摆的运动方程）球面摆是指在均匀重力场中 
沿着半径为常数的球面运动的质点.可以认为质点的质量为 
m, 固定于长度为 Z 的无质量杆的一端，杆的另一端固定于 O 
点且使杆可以沿着空间中任意方向（图 134). 忽略摩擦. 

球面摆有两个自由度，广义坐标取 m 点的球面坐标 6 . 
因为质点 m 到坐标原点的距离等于 Z ， 根据第 9 小节的公式 
(9), 质点的动能表达式为 

T = \-ml 2 {0 2 + sin 2 O^p 2 ). (12) 

jL 

为了得到广义力 Qp 我们给出质点 m 沿着经线的虚位移， 


那么 SA ^ = 0, 于是得 Q ip = 0 . 为了求广义力 Qa 我们给出质点沿着纬线的虚位移， 


那么 8Aq = mg sin 0 -180 = Qe56, 十 是得 Q0 = mgl sinO. 

对于坐标可得方程（在拉格朗日方程两边同时除以常数因 子): 


0 


sin 0 cos 0(p 2 — y sin 0 


0 , 


d 




dt 


sin 


0 < fi ) 




0 


(13) 


139. 动能表达式分析 我们来研究以广义坐标和广义速度表示的系统动能表 
达式的结构.利用公式 （ 3 )， 动能可以写成 




2 


§ 9 § 9 

〉: (^jkQjQk "I - 〉 ^ j Qj + a 。， 


j,k=l 




这里引进了记号 



(14) 


(15) 


其中是仍， 92 ,… , qm , t 的函数. 

公式 （ 14) 表明动能是广义速度的二次多项式，可以写成 


T = T 2 + T!+To, 


(16) 



Ti 


# r v 



T 0 = clq. 


其中 
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对于定常系统有 dr v /dt = 0 (u = 1,2, ••- ， iV )， 由 （15) 可知 ％ = 0, ao = 
0 (j = 1,2, ••- , m ), 所以 





^jkQjQk 


jyk=l 


(17) 


即定常系统的动能是广义速度的二次型，并且 （17) 中的系数 a # 不显含时间. 

我们将证明二次型 T 2 是非退化的，这就是说其系数行列式 

det \\ a jk \\^ k=1 ^ 0 (18) 

对任何 qn " U 都成立.事实上，二次型 T 2 可以写成 



(19) 


立刻可知其为非负: T 2 ^0. 

下面我们证明 T 2 等于零当且仅当所有屯 （j = 1，2,…， m ) 都等 于零. 假设不 
是这样，即在某些不完全为零的贫 ，私… ，搖情况下 T 2 可以等于零，那么在公式 
(19) 中每个括号内的表达式都应该等于零，即 



dr 

9 qj 





0 ( z / = 1,2, ••- , N ). 


这些向量等式可以写成标量形式 


m 0 m 0 m q 

E 啱 =。， E 嚕 =。， E 嗡 =。， （ 2 。) 

(1/ = 1 ， 2,… ， iV) 

等式 （ 20) 表明第 14 小节中矩阵 （ 22) 的各列线性相关，即这个矩阵的秩小于 m . 根 
据第14小节，对于广义坐标 gi , q 2 ，…， q m 这是不可能的. 

于是,二次型 T 2 是正定的，由此可知其系数行列式是正的，即 （18) 成立. 

评注1如果选定广义坐标 qn …， q m 对于系统的某个位置不等式 （18) 不 
成立，则意味着不适合以 qn ..， qm 为广义坐标研究系统在这个位置附近的运动， 
在这个位置附近的邻域内需要引进其它广义坐标. 

注释1作为例子我们来研究刚体绕 O 点的定点运动.设是主惯性矩, 
p , q , r 是刚体角速度在对0点的惯性主轴上的投影，刚体动能计算公式如下 


T 


2 


(Ap 2 + Bg 2 + C 




( 21 ) 
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取广义坐标为欧拉角 也 0 ，ip (第19 小节).我们来求0角等于0或者 7 T 时的 T . 利 
用欧拉运动学方程（第36小节)，由 （21) 可得 

T = ^ (A cos 2 cp + B sin 2 ( p )9 2 + 土矽 ) 2 , (22) 

其中正号和负号分别对应于 (9 等于0和 7 T . 二次型 （22) 的行列式等于零，因此在 6 
接近0和 7 T 时，通常定义的欧拉角不适合用于描述刚体的运动，这个事实已经在第 
19小节中指出了. 

140. 拉格朗日方程相对广义速度的可解性 利用动能表达式的结构 （16), 拉格 
朗日方程 （11) 可以写成 


71 

^ <Hkqk = 9 i G = 1,2, • • • , n )， 

k=l 


(23) 


其中 函数讲 不依赖于广义加速度.由前一小节可知，对于屯的线性方程组 （23) 的 
系数行列式不等于零，因此该方程组可解并有唯一解 


Qi = Gi ( q k , q k , t ). (24) 

由微分方程理论可知，在 G 满足某些限制条件（例如，在力学中总是假设 G 有连 
续的偏导数）时, X 才任意初始条件： t =纪时奶= qi，qi = qi (i = 1,2,…， n ), 方程 
组 （24) 都有唯一解，因此拉格朗日方程满足运动确定性条件. 


141. 有势力情况下的拉格朗日 方程. 拉格朗日函数 设广义力 Qi 由下面公 

式计算 

谷 n 

Qi = -^― G = 1,2,…， n ), 

ogi 

其中势能 II 是… , Qn , t 的函数. 

拉格朗日方程 （11) 在有势力情况下写成 


d dT dT an 

% 

dt dqi dqi dqi 


(i = 1 ， 2,… ， n). 


^ L = T - U , 那么上面方程写成 

d_9L 

dtdqi dqi 


(i = 1，2,…， n )， 


函数 1/ 称为拉格朗日函数（动势) 

利用表达式 （16), 拉格朗日函 数可以 写成广义速度的二阶多项式 


(25) 


L = Z/2 + L\ + Lq, 


(26) 


其中 


Z/2 = T*2, Li = Ti, Lq = Tq — II. 


(27) 
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评注 2 为了得到完整系统在有势力场中的运动微分方程 （25), 只需知道拉格 
朗日函数 L . 如果拉格朗日函数 L 加上广义坐标和时间的二次连续可微函数/的 
全导数 


d / 

dt 


^df . 





df 




i=l 


d，+dt ， 


则拉格朗曰方程不会改变.事实上，由该等式可得下面两个关系式 


d 

d 亡 


d_dl 

dqi dt 


n 


d 2 f 





d 2 f 

dqidt’ 


d _ 

dqt 


d / 

dt 


n 



d 2 f 


k=l 


dqkdqi 


qk + 


d 2 f 

dtdqi 


因为 / 是二次连续可微的，它对 ( qi ， q k ， t ) 的求导顺序可以交换，所以上两式右边相 


等.因此如果在 （25) 中以 L + g 代替 L , 则 

at 


拉格朗日方程保持不变. 


d / _ a _ d /\ 和 A ’ d / 

dt V dqi dt ) dqi V dt 


^ 相互抵消, 


142. 关于完整系统机械能变化的定理 设系统除了有势力以外还受某些非有 
势力作用,相应于非有势力的广义力用表示,那么有 


Qi 




an 

dqi 







1,2，. 


參參 


，几) ， 


而拉格朗日方程 （ li ) 有如下形式 


d_dT 

dt dqi 


dT 

dqi 


m 

dqi 







1，2，. 


♦ • 


， n ) 


(28) 


动能 T “ t ) 对时间的导数为 


dT 

dt 




dT .. dT dT 

+ Wi qi r~di 


(29) 


d 

d 亡 


n 



dT . 


n 


dqi 


Qi 



d dT 


dT 


i=l 


dt dqi dqi 


▼ v 

Qi 



dT 

dt 


下面将利用表达式 （16) 和 欧拉齐次函数 定理. 根据这个定理，对于 fc 阶齐次函数 
f ( xi , X 2 , ••- , X n ) 有下面等式 


n 



df 




dxi 


Xi 


kf 


将该定理应用于表达式 （16) 可得 


n 



dT . 


i=l 


dqi 


Qi 


2 T 2 + Ti 
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再次利用方程 . (28) 将等式 （ 29) 写成 


dT 

dt 


d 

dt 


^dU. 


阳 + ⑸ E 极 + f 


或者 


菩 =A( 2 T 2 + 27\ + 2r 0 ) - ~(T 1+ 2T 0 ) 



dn 

dt 


dU 


n 


E 收 



dT 

dt 


因为 2T 2 + 27\ + 2To = 2T ， 由此可得下面的系统机械能对时间导数的表达式 


dE 

dt 


，+ 4(乃+2了0) 

at 



an 

dt 


dT 

dt 


(30) 


其中 


n 


N 


E 你 


(31) 


i=l 


称为非 有势力功率. 


公式 （30) 给出了 关于完整系统机械能变化的定理. 我们来看下面几种特殊情 


U ： 


. 设系统是定常的,那么= 0, To = 0, dT/dt = 0 并且 

dE = N 4 m 


dt 


dt * 


(32) 


2. 设系统是定常的且势能不显含时间，这时 dU/dt = 0, 由 （ 33) 可得 


dE 

dt 


N\ 


(33) 


3. 设系统满足下面条件: 1) 定常, 2X 系统所有的力有势, 3) 势能不显含时间，满 


足这些条件的系统称为保守系统.该系统有 


dE 

dt 


0 


(34) 


即保守系统的机械能在运动中保持不变，系统有能量积分 


E 




T + n 




h 


const • 


143. 陀螺力 如果非有势力的功率等于零，则称之为陀螺力. 

由等式 （ 33) 可知,势能不显含时间的定常系统在陀螺力存在时也有能量积分. 
设非有势力是广义速度的线性函数 


71 


Q : 


y^likQk 



1 , 2 , 


t • • 


，均， 
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如果由系数构成的矩阵是反对称的，即= -Iki (i = 1， 2, …， n )， 那么力 
是陀螺力，而系数7^所构成矩阵的反对称性为仏*是陀螺力的充分必要条件. 

, 事实上，注意到反对称矩阵的对角元素％ (i = 1,2,…， n ) 总是等于零，因此 
有 

71 71 

= > : QjQi = > : JikQiQk = 0- 

i=l i ， fc=l 

在给岀例子之前我们先看下面等式 





dr v 

瓦. 


注意到 

» 


N 




dr v 

dqi 


Qi 



以及定常系统有 


dr v 

^di 


= 0可得 


〉: -^ 1 / * ^1/ = 〉 : QiQi' 

u =\ i=l 

所以在定常系统情况下 iV * = 0给出了作用在系统上的非有势力是陀螺力的条 
件 

N 

E F :.〜 = 0 . 

U =1 

例1试证明，作用在旋转陀螺上保证其规则进动的力是陀螺力（由此产生术 
语“陀螺力”).设 O 是陀螺的固定点 ， A 是陀螺自转角速度 , a ；2 是进动角速度.根据 
第106小节，作用在陀螺上的主矩由下面公式计算 

_ ■ 

Ct ?2 

Mo = u ；2 x C (C — A) — cos 0o ， 

- uji 

_ ■ 

其中 C 和^ 4 是陀螺惯性矩（相对于对称轴和过陀螺固定点垂直于对称轴的主轴 )， 0 0 
为章动角，是常值. 

作用在陀螺（定常系统）上的力的元功为 

6 A = Mo - u^dt = Mo - o；idt + Mo - a ； 2(lt = 0, 

因此保证陀螺规则进动的力的功率为零，是陀螺力. 
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例 2在定常系统中科里奥利惯性 力是陀 螺力.事实上，设戽点的质量为 r ^, 
在非惯性坐标系中的速度为％,非惯性坐标系相对某个惯性坐标系的角速度为 o ;, 
那么尺点的科里奥利惯性力计算公式为 

juc = -2mjy{iv X Vjy). 

对于定常系统，真实位移 drv 是虚位移之一，因此科里奥利惯性力的元功为 


N 


N 


N 


N 


SA 



Sr 





dr 



v u At = —2^771^(0; x v u ) - v^dt 


于是，科里奥利惯性力的功率等于零，是陀螺力. 


144. 耗散力 • 瑞利函数 如果非有势力的功率是负的或者等于零 （ iV *<0 且 
AT * 美0)，则称之为耗散力. 

由等式 （33) 可知,对于势能不显含时间的定常系统,在耗散力存在时有 


即在运动过程中系统机械能减少.这种情况下系统称为耗散系统,有时也说能量发 
生耗散，由此产生了术语“耗散力”. 

如果耗散力 iV * 的功率是广义速度也 = 的负定 函数' 则耗散 

称 为完全耗散. 如果耗散力 iV * 的功率是广义速度的常负函数®,则耗散称为 非完全 
耗散 或者部 分耗散. 

设给定正定二次型 


1 71 

= 2〉: ^ikQiQk 

i ， fc=l ~~ 

(pik — bki )， 


使得非有势力满足关系式 



Q ： = -Z = ~ p ^ 

(i = 1，2, …， n )， 

(35) 

那么对于定常系统，非有势力的功率 AT 为 

4 




= — 2 i ?^0, 

(36) 


① 这意味着，对于足够小的正数 e ， 当⑻< e (i = 1，2, ... ， n ) 时，当且仅当所有广义速 
度都为零时 W 等于零. 

② 就是说，对于足够小的正数6在 | 刎< e (i = 1，2,…， n ) 领域内并非所有广义速度 
都为零时 iV * 才能等于零. 
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函数 B 称为 瑞利耗散函数.由 （33) 和 （36) 可知，对于势能不显含时间的定常系统， 


dE 

dt 


一 2丑， 


即机械能减少的速度等于2倍的瑞利函数. 


作为例子我们来看一个定常系统，在其每个质点上作用一个正比于该点速度的 


阻力 


F v 




kv v 


( z / = 1，2,… ， N )， 


(37) 


其中 A ;>0. 这些力的功率为 


N 


N 




V 


2 R , 


其中 


N 


R 


2 




v 


2 


(38) 


145. 广义势能设存在广义坐标、广义速度和时间的函数 F 使得广义力 Qi 


由下面公式确定 


Qi 


d_dV 

dt dqi 


dV 

dqi 


l 


1 , 2 , 


♦ •參 


, n ), 


(39) 


那么函数 F 称为 广义势能. 


如果令 L = T - V , 则拉格朗日方程 （11) 可以写成 （25) 的形式，与力的普通势 


能情况一样. 


由 （39) 可得 


71 


Qi 


d 2 V 




k=l 


其中函数 a 不依赖于广义加速度.在理论力学中通常只研究不依赖于加速度的力， 
因此广义势能应该是广义速度的线性函数： 


n 


V 


H+Vb ， 






(40) 


其中 F 0 , 八 = , n ) 是广义坐标和时间的函数. 

由 （39) 和 （40) 可求得广义力的表达式 


Qi 


dAi 

dt 


d _ 

dqi 


n 


y^^fcgfc + Vo 


k=l 


dVp 

dqi 



dA 

dt 


n 




k=l 


dAi 

dqk 


dA k \ • 


(41) 


dqi ) 


Qk 
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如果 dAi/dt = 0 (i = 1,2, …， n), 即广义势能的线性部分 R 不显含时间，则广义 
力由有势力 - dVo/dqi = , n ) 和下面的陀螺力组成 

n 

Qi = ^2 ^ ik ^ k (《 = 1 ， 2 ，...， n )， （ 42 ) 


其中 


^ik = _ ^ki = 


dAj _ dA k 

dqk dqi 





1，2,…， n ). 


(43) 


如果系统定常且广义势能的 K ) 部分不显含时间，则根据第143小节,在系统运动过 


程中 T + F 0 保持常数（但 T + y 乂 const). 

可以看出，存在广义势能情况下拉格朗日函数是广义速度的二阶多项式 L = 
L /2 + L \ + Lq 1 其中 


L 2 = r 2 , Li ^ Tx - Vi , Lo = To - Fo . (44) 

函数 L 的二次部分与动能的二次部分相同，与存在普通势能情况一样,拉格朗日方 
程对于广义加速度是可解的. 

练习题 1试证明，所有系统的牵连惯性力和科里奥利惯性力之和都有广义势 


146. 描述相对非惯性参考系运动的拉格朗日方程 获得系统相对非惯性坐标 
系运动的运动方程有多种不同的方法,下面介绍其中2 种： 

第 i 种方法与相对运动理论无关,这里的问题表述无需引入惯性力.将系统绝 
对运动的动能用相对广义坐标和相对速度表示，广义力的计算用通常的方法（对于 
给定主动力).在这种方法中，惯性力将在计算拉格朗日方程过程中自动计入. 

第2种方法以相对运动理论为基础，引入牵连惯性力和科里奥利惯性力来表述 
问题.这里动能要相对于相对运动来计算，而计算广义力时除了给定主动力以外，还 
要考虑牵连惯性力和科里奥利惯性力. 

如果在第1种方法和第2种方法中取同样的广义坐标，则得到的运动方程也相 
同,在具体问题中可以看出哪种方法更方便.当然,还可能有其它得到描述系统相对 

非惯性坐标系运动的拉格朗日方程的方法. 

# 


147. 自然系统与非自然系统 有普通势能 n (&, t ) 或者广义势能 札 t ) 的 
系统称 为自然 系统.在这样的系统中引进的拉格朗日函数 L = ： T - n 或者 L = 
是广义速度的二阶多项式,拉格朗日函数的海斯式满足 


det 


d 2 L 

n 

=det 

d 2 T 

dqidq k 

i , k=l 

dqidq k 


det \\ciik |L 




笋 o , 


(45) 


i,fc=l 


并且拉格朗日方程对于广义加速度是可解的. 
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进一步,如果预先声明,我们可以研究更一般的系统，其拉格朗日函数 L 不一定 
是动能和势能之差，就是说可以是任意函数我们只要求该函数对于广义 


速度的海斯式不等于零 



(46) 


这样的系统称为 非自然系统. 条件 （46) 与 （45) 类似,是为了保证拉格朗日方程对于 
广义加速度是可解的. 


§2. 哈密顿正则方程 


148. 勒让德变换 • 哈密顿函数 
格朗日方程 

d_dL_dL 

dt dqi dqi 


描述完整系统在有势力场中运动的第二类拉 

= 0 (i = 1 ， 2,… ， n) (1) 


中的函数 L 依赖于变量 q u qut (i = 1,2, •…， n ). 这些变量确定时刻和系统的运动 
状态， 即各 质点的位置和速度，变量 q u qut (i = 1,2,…， n ) 称为拉 格朗日 变量. 

系统的状态也可以利用其它参数确定.可以取 qu Pi ,t = 为这样 

的参数, 其中仍 是广义冲量，由下面等式确定 



8L 

dqi 


(i = 1 ， 2,… ， n). 


( 2 ) 


变量 quPut (i = 1,2, . • •， n ) 称为哈密顿变量. 

函数 L 对变量么 （i = 1,2, • • • , n ) 的海斯式不等于零（参见第147小节中不等 
式 （45) 和 (46)). 注意到该行列式就是 （2) 右边部分的雅可比行列式,根据隐函数定 
理可知，这些对于屯 可解： 


Qi = ••- ,( ln , Pl , P 2 r " ,Pn ， t) (i = 1，2, ••- ,71 )， （3) 

因此拉格朗日变量可以用哈密顿变量表示，反之亦然. 

哈密顿提出了用变量 qi , Pi , t 描述运动方程,使拉格朗日方程 （1) 变为 2 n 个具有 
对称形式的对于导数可解的一阶方程.这些方程称为哈密顿方程（或者正则方程), 

变量仿和仍 （i = 1 , 2 ,…， n ) 称为正则共扼 变量. 

在引入哈密顿方程之前，我们先给出某些辅助定义.设给定函数 X ( x u 
&,•••,〜)，其海斯式不等 于零： 


det 


d 2 X 

dxidxk 


n 

i ， fc=l 


乂 0. 


从变量$1，$2,…，到变量2/1，2/2, • • • ， 2 /n 变换由下面公式定乂 


Vi = 


dX 

dxi 


(i = 1，2,…， n ). 


(4) 


(5) 
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函数 X ( x 1 , x 2 ,,-, x n ) 的勒让德变换 是指下面等式确定的新变量的函数 Y ( yi , y 2 , 

… ， Pn) JL 

r = ^2 yiXi - X , (6) 

i —1 

% 

该等式右端的变量 & 需要借助方程 （5)® 用新变量表示出来. 

在数学分析课程中已经证明 ®, 勒让德变换有逆变换，并且如果在勒让德变换下 
x 变为 y , 则勒让德变换将 y 重新变为 

函数 L { q u qut ) 对变量么的勒让德变换为函数 

n 

H ( quPi , t ) = ^ pm - L ( qi , qi , t ), (7) 

2=1 

其中变量也需要借助方程 （2) 用 qi , Pi , t 表示出来,在这个变换中变量看作参 

数，函数丑 称为哈密顿函数. 

149. 哈密顿方程 哈密顿函数的全微分为 


j tr dH dH dH , 、 

^ dii Qi + U Wi Pi + ~dt ⑻ 

另一方面,等式 （7) 的右边的全微分在条件 （2) 下计算得 

dH = ^2 qidpi - ^ _ ⑼ 

i=l i=l 1 

因为全微分在变换为新变量后不发生变化,故等式 （8) 和 （9) 的右边相等，由此可知， 


dH _ _dL 

dqi dqi 


dpi 




以及 


根据⑴和 （2), 


8H _ _dL 
dt dt 



Pi= M 



1，2,… 



因此由 （10) 可得运动方程 


( 10 ) 



d^i _ dH dpi _ dH 

dt dpi 5 dt dqi 

这些方程称 为哈密顿方程 （或者 正则方程). 


(i = 1，2,…， n). 


( 12 ) 


① 根据⑷这些方程对于 : Ei (i = 1，2,…， n ) 可解 • 

② 参见： ^HXTeHrojibix T . M . Kypc AH(J)(J)epeHi；HajibHoro h HHxerpaJibHoro HCMHCJieHHii. T . 1. 
M •: HayKa ，1966. 
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可以发现，我们顺便得到的等式 （11) 表明，如果拉格朗日函数不显含时间，则哈 
密顿函数也不显含时间，反之亦然.类似地，由等式 （10) 可知，如果拉格朗日函数不 
显含某个广义坐标，则哈密顿函数也不显含这个广义坐标，反之亦然. 

] 1求第57小节中例1的数学摆的哈密顿方程.动能和势能为（参见图 55) 


T = - ml 2 ( p 2 , II = —mgl cos ip , 

Zi 


因此 


L = T — II = - ml 2 ( p 2 -f mgl cos ip 

Zi 


由等式 


Pv ? = ^ = ml 2 (p 


求出 



^ = 

= ml * 

利用公式 （ 7 ) 求出哈密顿函数 


正则方程 （12) 写成 

H = p^ip — L = 

' 2 mP P(p 

dip 

dH 1 

如 一 

dt 

dp ^ ml 2 & ’ 

dt 


mgl cos^p 


dH 

dip 


mgl sin p 


150. 哈密顿函数的物理意义 


设有自然系统 ， L 




L 2 + + L 0 , 根据公式 （2) 


和⑺有 


H 


亡 一 ％ + A + L 。)， 


1=1 


根据欧拉齐次函数定理有 


n 


n 


E 

i=l 


dL 2 

•=%，E 


d ^ = L 

oqi 


因此 


H 




( 2L2 + L ±) 


{L 2 4 - L\ 4 - Lq) 




l 2 


Lo 


(13) 


设 r 




t 2 + t 1 + t 0 , 如果力有普通势能 n ， 则 i 0 


To 


n ， 根据 （ 13 ) 有 


H 


T 2 


Tq + IL 


(14) 


如果力有广义势能 F 


K + FoJjLo 


To 




R 并且 


H 


T 2 


To + F 0 . 


(15) 


如果自然系统是定常的，那么 




o ， r 0 




o，r 




t 2 . 在力有普通势能的情况下 


有 


H = T + U. 


(16) 
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即有普通势能的定常自然系统的哈密顿函数就是系统的机械能，这就是哈密顿函数 
的物理意义. 

还可以发现，对于有广义势能的定常自然系统，有 


H = T - hV 0 . (17) 

151. 雅可比积分 我们来求哈密顿函数对时间的全导数.利用方程 （12) 可得 


dH 

dt 


A (dH • dH \ 


+ 


dH 




at 


n 



dH dH dH dH 


dqi dpi 


dpi dqi 



dH 

dt 


dH 

'dt 1 


即哈密顿函数的全导数恒等于它的偏 导数： 

dH _ dH 
dt dt 


(18) 


如果哈密顿函数不显含时间，则称系统是广义保守的.在这种情况下 dH/dt = 0, 
再利用等式 （18) 有 dH/dt = 0,即在系统运动过程中 


H ( q ilPi ) = h , (19) 

其中/ I 是任意常数.函数丑称 为广义能量， 等式 （19) 称为广义能量积分. 

有普通势能的自然系统的哈密顿函数由公式 （14) 计算，如果该哈密顿不显含时 
间，则有 


T 2 - T 0 + U = h , (20) 

其中/ I 是任意常数.关系式 （20) 称为 雅可比积分. 

如果系统是保守的，即系统定常、力有不显含时间的势能，则％ = 0， T , = 
0 ， T = T 2 且雅可比积分写成 

E = T + U = h . (21) 

于是，保守系统是广义保守系统的特殊情况，在这种特殊情况下广义能量积分变为 
普通的能量积分. 

例1 光滑管在水平面内以常角速度 o ; 转动，质量为 m 的小球在管内运动. 

争 

小球可以看作质点.管与水平面内某个固定方 
向的夾角 p 是已知的 （(p = u ; t ), 小球的位置用它到 
转动轴的距离 r 表示（图 135). 

小球的势能是常数，并且 n = o . 小球的动能为 

T = im ( r 2 + o ; 2 r 2 )， 

Zi 
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即 

了 2 = 了 1 =0 ， To = - muj 2 r 2 . 

雅可比积分 （20) 写成 


H = -：mr 2 — -muj 2 r 2 = h = const. 

2 2 

因为系统（在转动管内的小球）是非保守的，认为机械能 £； = T + n 守恒是错误的 • 

152. 惠特克方程与雅可比方程 设系统的运动由正则方程 （12) 描述，如果哈 
密顿函数不显含时间，则存在广义能量积分 


H ( q 1 , q 2 r - ,^ n , Pi , P2 , •• - , Pn ) = h , (22) 

其中 / i 是由初始条件确定的任意常数 , /i = 丑 ( g ?， 沾，… ，#， P ?， 沌…，成) • 在如维 
空间①仍，92,… , qn ， Pl , Pf " , Pn 中方程 （22) 给岀一个曲面，我们来研究这个曲面 
对应的运动.换句话说，我们来研究系统在固定等能量线 if ( gi ， g2 , … ， gn ， Pl ， P2 , …， 

Pn ) — h 上的 运动. 

我们将证明，所研究的系统在等能量线上的运动可以用 2 n - 2阶微分方程刻 
画，并且这个方程组可以写成正则方程形式.假设在相空间的某个区域内满足不等 
式 dH / d Pl ^ 0,那么在该区域内等式 （22) 对于 可解： 


Pi 

= — K ( quq 2, … , gVi ， P2〆 

• • ， Pn ， 九) • 

(23) 

将方程组 （12) 分为两组 





1 

dqi 

dH dpi 

dH 

(24) 


dt 

dp ? dt 

dqi ’ 

dqj _ 
dt 

dH 

dpj ’ 

d Pj - dH {i 

dt dqj 

= 2,3,…， n ). 

(25) 


将方程 （25) 逐个除以方程 （24) 的第1个方程得 


d 叭 


dH 

dpj 

Wi 


dqi 


dH 

dqj 

厘 

dpi 


(j = 2,3,…， n ). 


将等式 （23) 确定的仍代入积分 （22) 左边, 并对％ 微分得 


dH 


dH dK 


J 


dQj dVi dqj 




0 (j = 2,3,… ， n ). 



(27) 


类似地有 


dH _ dHdK _ 0 

dpj dpi dpj 


U = 2,3, •• - , n ). 


(28) 


© 这个空间称为相空间. 
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借助等式 （27) 和 （28) 对方程 （26) 右边做变换，最后得 


dqj _ dK dpj 
dqi dpj 1 dqi 


dK 

dqj 


(J = 2,3, • • • ， Ti). 


(29) 


方程 （29) 描述系统在 H = h = const 舟的运动，称为 惠特克方程. 将公式 （23) 中的 
函数 ii ： 看作哈密顿函数,将坐标看作时间，惠特克方程具有正则方程的形式. 

积分惠特克方程 （29) 给岀 

Qj = Qj(Qi, h , c u …， C2n-2 )， Pj = Pj (qi , h , Ci , ••- , c 2 n—2) (j = 2,3, … ， n )， (30) 

其中 c 1? ..., c 2 n _ 2 是任意常数.将这些表达式代入等式 （23) 可得 

Pi = fl(Qli ^ Ci, ••- , C2n—2). (31) 


等式 （ 30) 和 （ 31) 给岀了运动的几何 性质： 它们确定在相空间中（确切地说，在相空 
间的超曲面 H = h 上) 轨迹的方程.为了得到运动与时间的关系，可以利用 （ 24) 的 
第 1 个方程.将 （ 30) 和 （ 31) 代入 （ 24) 的第 1 个方程可得 


dqi 

d 亡 


— ffl (^1 ，九， ， • • • ， C2n— 2 ) > 


由此可得 

t = [ — + C2n-1* (32) 

.J 91 

从方程（ 3 2 )解岀仍得 

Qi = qi(t, h, Cl, ••- ， C 2 n-i). (33) 


惠特克方程 （29) 具有哈密顿方程的结构，也可以写成拉格朗日类型的方程.设 


函数火 对 变量巧 的海斯式不为零: 


det 


d 2 K 

dp j dpi 


71 


7^0 


(34) 


i ，《=2 


设尸是函数火对 变量巧 （j = 2,3, • • • ， n ) 的勒让德变换，那么 


71 


P 




P(Q2r 


參镛 


，， 处 ， 


， 9 n ， ， 九) 




k , 


( 35 ) 


V, 


i=2 


其中％ = dg . Vdgi . 公式 （3 5 ) 中的巧需要从 （ 2 9) 的前 n - 1 个方程 





dK 

dpj 


(j = 2,3,… ， n) 


中解岀，用必，…， < 表亦. 
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. 哈密顿正则方程 


203 


利用函数 P 可将方程 （29) 写成下面等价形式 


_ d_ap 

dqi dqj 


dP_ 

9 qj 




0 (j 




2,3,- 


秀 # 


， n ). 


(36) 


这是拉格朗日类型的方程，称为 雅可比方程. 在雅可比方程中将 P 看作拉格朗日函 
数，将坐标看作时间，就如同在惠特克方程 （29) 那样. 


考虑到（7)， （23) 以及&三1，变换表达式 （35) 为: 


n 


n 


n 


p 








^PiQi 






i=2 


1=1 


叭 1 


-(L + H ) 


Qi 


(37) 


设系统是保守的，那么 L 




T 


n ， 


H 


P 


T + n 并由 （37) 可得 
2 T 

Qi * 


(38) 


在保守系统中 


71 


T 


2 


> : ^ikQiQk 


QiG(qi 


， qn ， q’2. 


# ♦争 


，o 


(39) 


i ， fc=l 


其中 


n 


^ = 2 ‘ 

i y k=l 


由能量积分 T + n 




h 和等式 （39) 可以求岀 


h 


n 


Qi 


G 


再由 （38) 和 （39) 最终解岀保守系统情况下函数 P 的表 达式: 


P 




2 J ( h - U ) G . 


(40) 


例 


我们来求描述质量为 


m 


的质点在均匀重力场中运动的惠特克方程与雅 


可比方程.设固定坐标系 • Oxyz 的 Oz 轴竖直向上，那么 


T 


2 


m ( x 2 + y 2 + z 2 ), 


n 


mgz , 


L 


2 


m ( x 2 + y 2 + z 2 ) 


mgz , 


Px 


mXj 


Py 


my , 


Pz 


mz . 


H 


2 m 


( K + 式 + g )+ 爪沢. 


假设±是正的， 由 方程丑 


h 可得 


Px = _ 冗， 
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其中 

惠特克方程写成为 



因为系统是保 守的， 函数 P 可以用公式 （40) 计算， 于是有 



雅可比方程写成为 



§3. 罗斯方程 


153. 罗斯函数 为了描述完整系统在给定时刻的状态，罗斯提出了拉格朗日和 
哈密顿组合变量. 罗斯变 量是指 

qiAu Qa,Pa ； t (i = 1,2, ••- ,k; a = + I，... ， n )， 


其中 fc 是小于 n 的任意固 定数. 假设拉格朗日函数对变量屯 （a = fc +1,…， n ) 的 
海斯式不等 于零： 

厂 71 

det ^ 0. (1) 

dqp a ，/3= fc + i 

对于自然系统有 * 


71 


det 


d 2 L 


地物 L,/3=fc+l 


det 


d 2 T 2 


dq a dq/3 


71 


a ， /3=fc+l 


det \\a a ^\\l 

， 


/3=fc+l 


⑵ 


因为乃是广义速度的正定二次型，我们利用西尔维斯特判据可知， （2) 的最后一个 
行列式不等于零.因此,对于自然系统，不等式⑴总是成立的.对于非自然系统情 
况,这个不等式是第147小节中条件 （46) 对函数 L 限制的补充. 
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dL 


(a = fc + 1，… ， n ). 


(3) 


罗斯函数 ii ( gi ，. • • ，办， gfc + i ， …， ，心， • • • ，〜，外 +1 ，…， p n ， f ) 是指函数 L 对变量 

gfc _ l _ i , ••- , g n 的勒让德变换，即 


71 

R = > : PaQa _ L(Qi ， Q a ， 屯， Q a ， t ) ， 

a=fc+l 


(4) 


其中心 （a = fc + 1，…， n ) 从方程 （3) 中解岀，用 quqonQuVont 表 TK . 

154. 罗斯方程 罗斯函数的全微分为 



t (i d ^ 

t=l 、 



dR 


dq 


dqi 


l 



+ 


dR 

dt 


dt . 


⑻ 


另一方面,在条件⑶下公式⑷右边的全微分为 

di ? = - g (尝細 + 综邮)+ 主 (?a dp a -盖 dq a )- 芸 dt . ( 6 ) 


比较等式 （5) 和 （6) 的右边可得 

4 


dR 

dqi 

dL 

-%’ 

dR _ 

dqi 

dL 

dqi 

(i = 1 ， 2,… • ， fc), 

⑺ 

dR 

_ 

dq a 

dL 

— dq a ’ 

dR 

dp a 

= Qa = & + 1 ， • • • ，打)， 

⑻ 



dR 

dt 

dL 
_ dt 

• 

⑼ 

对我们所研究的系统，有拉格朗日方程 





d dL 

dt dqi 

dL _ 

dqi ~ 

0 (i = 

1,2, ••- ,n). 

(10) 

由⑺和 （ 10) 可知， 

• 

d dR 

dt dqi 

dR _ 

dqi ~ 

0 (i = 

1 ， 2,… • ， fc), 

(11) 

而公式 （ 3), ⑻和 （ 10 ) 给出 





dq a 

dt ~ 

dR 

dp a ' 

dp a 

dt 

dR 

dqot 

(a = fe + 1, … , n). 

(12) 


(11) 和 （12) 构成了罗斯 方程， 它由 fc 个具有第二类拉格朗日方程结构的二阶方 
程 （11) 和 、2 (n - fc ) 个具有哈密顿方程结构的一阶方程组成. 

罗斯方程在研究有循环坐标（见第165小节）的系统运动时有广泛的应用. 
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§4. 非完整系统运动方程 

155. 带约束乘子的运动方程 设系统有 s 个微分约束，由第16小节中等式 

(26) 给出： 


m 

^2bi3j(qi , …屯 +h(qi， … = 0 (/? = 1 ， 2,… ， s), 

i=i 


那么在动力学普遍方程（见第137小节) 


m 


d dT 


^\ dt % 



中的扣,不是任意的，它们满足 s 个独立的关系式 

m 

bj S( jj = ° (/? = 丄 ， v. • ，沒)， 

• 7=1 



( 2 ) 


(3) 


系统自由度等于 n = m - s . 

为了得到运动方程我们利用拉格朗日不定乘子法.将 s 个等式 （3) 的每一个乘 
以相应的不定标量乘子并从 （2 ) 减去这个结果，得 

E (去 H 必 - 自 •) H = °. ⑷ 

根据等式⑶的独立性，由系数 W (/?= 1,2,..* ,5 ； j = 构成的矩阵 

的秩等于6因此该矩阵的 s 阶子式中至少有1个不等于零.为了确定性我们可以 
认为 


det 116^+ fcH ^ ^0, ⑸ 

那么可以取^ 1 , Sq 2 , … ， 6q n 为独立的，而 5 q n+k (fc = 1，2,…， s ) 通过公 式⑶唯 
~^地用 Sq \^ 8q2 ^ • • • , Sq n 表 7 K . . 

我们选择 A/5 (/? = 1,2,... , 5 ),使得在表达式（ 4 )中 Sq n+lr •• ,6 q m 的系数等 
于零，在条件 （5) 下这样选取是可能的，而且是唯一的.在这种 Ap 选择下，表达式 
⑷中只包含独立变分 (i = 1,2,…， n )， 并且其系数应该等 于零. 

于是我们得到下面 m 个 方程： 

d dT dT x ( . n x 

TtWj ~Wj =Qj ^ 0hj (广 L 2 , . m) . ⑹ 

它们还要与 s 个约束方程⑴联立，那么我们就得到个方程来确定 q h X ^ (j = 
1 ，2,…， m ; /? = 1,2, • • • ,5). A / 5 称为约束乘子，而方程⑹中的 Y ^ S ( 3=i 称为 

广义约束反力. 
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例 i 作为例子我们来研究冰刀在水平冰面上的运动（见第10小节中例5和图 
10) .设 C 是冰刀的质心，冰刀的位置由3个广义坐标确定，这些广义坐标的 
含义如图10,不可积约束方程为 


x tan <^ — y = 0. 


⑺ 


如果 m 是冰刀质量，七是冰刀对过质心的竖直轴的惯性矩，则动能为 


T = ^ m ( x 2 + y 2 ) + 


⑻ 


方程 （6) 有如下形式 


d^dT _ & T _ 

dt dx dx 


Q x + 入 toil ip ， 


d _ OT _ dT 

dt dy dy 




Qy 



d dT dT 

dId ^~ d^ =Q(p 


⑼ 


因为没有摩擦，而冰刀势能为常数，所以广义力 Qx ^ Q ^ 都 为零. 考虑到 （8), 方 
程 （9) 可以写成 

mx = A tan ( p , my = — A , (p = 0. (10) 


设在初始时刻冰刀质心位于坐标原点，.冰刀沿着 Oa ; 轴，即 t = 0 时有 x = 0 ,y = 
0 ,(p = 0. 进一步假设在初始时刻冰刀质心速度等于奶，而冰刀角速度为0； 0 ,即 
X = Vo,(p = O ； o- 由约束方程 （7) 可知，当 f = 0时 ☆ = 0. 在这些初始条件下，方程组 
(10) 的第3个方程给出 

^ = 0；。亡， (11) 


即冰刀绕竖直轴等速转动. 

下面从 （10) 的前2个方程消去；\得' 


x + tan ujoty 




0. 


利用约束方程 （7) 消去仏那么考虑到等式 （11) 可得 x 


的 方程: 



+ ujq tan ujotx 


0. 


( 12 ) 


由 （7)，(11) 和 （12) 以及初始条件可得 


x 


Vo 


sin o ； o 亡， 


y 


vo 

⑴ Q 



COS UJot) 


(13) 


由此可知，冰刀质心以速度绕中心位于 O ? /轴上半径 

为 vq / ujo 的圆周等速转动(图 136). 


yi 



O x 


图 136 
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约束乘子 A 可以从 （ 13) 和 （ 10) 的第 2 个方程 求出 : 


A = —mcjovo cos uot. 


(14) 


在已知 A 后可以求出约束反力 il. 该约束反力的投影 R x ,Ry 可由 （ 10) 和 （ 11 ) 得到 


Rx — 入 tanct^Q 亡 , 


Ry 


A. 


将 （ 14 ) 代入得 


R x = —mujovo sin u ； ot, Ry = mcjovo cos ujo t . 

约束反力的大小为常值 mujovo, 其方向指向冰刀质心运动轨迹的圆心 . 


156. 沃洛涅茨方程 方程⑴和⑹除了函数％ (j = I ， 2 ,…， m ) 以外还包 

含 S 个补充的未知数-约束乘子 A/5 (/? = 1，2,…，5)，方程数等于 m + 5 = n + 2 s , 

即比系统自由度数还多出2倍的不可积约束数. 

蠡 

方程数目多以及乘子的存在使对系统运动的研究变得复杂.如果研究的目的只 
是确定运动，即确 定办 ⑷ （j = 1，2,…， m )， 则求约束反力所需的 Ap 的计算完全是 
多余的. 

对于含约束 （1) 的非完整系统，沃洛涅茨得到了形式上接近第二类拉格朗曰方 
程的方程，避免了上述缺点.假设系统是定常的,我们来介绍这些方程. 

对于定常系统,约束⑴中的幼等于零，而系数_不显含时间.在 m 个广义 
速度中有 n 个独立，设为广义速度么，如，…，“，那么由 （1) 可得 


71 

Qn-hk = ^2 aki ^ =工， 2 ,…,5 = m - n ), 

i=l 


其中是 qU2 , … 的函数. 

当系统是非完整的，则 


4)= 



(15) 


(16) 


不能同时恒等于零包含乘子的运动方程可以写成 


d_dT 

dt dqi 

d dT 


dT 

dqi 


s 


Qi 




(i = 1，2, •…， ti )， 


dT 


/3=1 


(17) 


dt dq n ^ k 


^ Qn-\-k 




Qn+fc + Afc ~ 1 ， 2, • • • ， S) 


①如果不是这样，则对所有的 fc 有 q n+k = fk(qi,q2, …， qm ), 即系统不是非完整的 . 事实上，条件 

= 0 (i，j = 1 ， 2, ... ， n; k = 1,2, • • • , s) 是考虑到等式 （ 15 ) 后写出的 dq n+ k = a ki^Qi 

完全可积的条件 . 
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这些方程应该与约束 （15) 联立. 

用0表示利用约束 （15) 从动能表达式中消去 q n -\-k (k — 1，2,…， s ) 后的函数 


T ( qi ， g2 , . . • ， QmiQU 如， • • • ， Qm ^ t ) = Q ( Ql ， 分 2 , • • • ， Qm , Ql , 92, • * * iQn , t ). 


根据 （15) 有下面等式成立 


oe 

dqi 


dT ^ dT 

d ^ r k aki 



1，2,…， n )， 


于是有 


d de 


d dT 




3 


dt dqi dt dqi 


+E 


d OT 


3 




fc=l 


dt dq n+ k 




daki dT 


k=l 


dt dq n+ k 


(18) 


利用方程 (17) 对綠和 去备进行代换，包含乘子的项相互抵消，等式⑽ 

写成下面形式 


d de 


dT 


3 


dT 


s 


s 


dt dqi dqi 


+ Qi + aki ^ - + a kiQn-\-k + 

fc=l 0qn+k fc=l fc=l 


daki dT 


dt ^^ n+fc 


考虑到 （15) 有 


(19) 


de 


dT 




s 




dT 


n 


dqi dqi ^ dq n+k 



j = l 


^Oikj 义 

dqi 


Qj 



1，2,…， n ) 


由 （19) 得 


d de 


de 


s 


dt dqi dqi 



dT 


k 


^ Vi+fc 


n 0 

da kj > 

dqi j 


3 



+ Qi + ^ 


de 




i=i 


fc=i 




s 


s 





dT 




fc=l 


^ Vi+fc 


n Q 

dakj - 


3 


8 


3 


8 qn + 


Qj 



n+fc + 〉: 


daki dT 




fc=l 


fc=l 


dt dq n+k 5 


( 20 ) 


或者 


d de 


de 


s 


de \ 


dt dqi dqi 


Qi + S afci \ Qn+k+ 


s 


+E 

fc=l 


dT 


^ Vi+fc 


do^fci 

"dT 


n 



3 


dqi 


s 






^Oikj 


^/xi I Qj 




( 21 ) 


可以发现，关系式 （21) 的方括号内表达式恒等于 


n 





1，？， 


♦ • 


n : 


k 


1 , 2 , 


# ♦ ♦ 


，5) 
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其中由等式 （16) 确定.弓 I 入冲量记号 

Ok = -^― (* = 1,2, •• - ,5), 

Cfq n -\-k ^ 

最后得方程 


d dQ dQ 

dt dqi dqi 



( 22 ) 


+ ( E 4 fc) ^ I (i = M ，...， n ). (23) 

fc=i \j=i ) 

这些方程称为沃 洛涅茨方程， 需要和约束方程 （15) 联立，这些非完整系统运动微分 
方程不包含约束乘子，方程数目等于 n + s ， 即等于广义坐 标数. 


157. 恰普里金方程 假设动能 T 、 约束方程中的系数 afci (fc = 1，2,… ， s ; i = 
1，2,…， n) 和广义力 Qz (Z = 1，2,…， m) 都不显含广义坐标 q n +k (k = 1，2,…， 5 )， 
那么方程 （23) 写成 


d dO dO 

dt dqi dqi 



(24) 


(i = 1，2, • • •， n )， 


其中 


A ( k ) _ dotki _ doikj 
ij 



fc = 1,2, •• - ,5). 


(25) 


如果在广义力 Qz (Z = l ，2，...， m ) 和冲量 (fc = l ， 2 ，-.， s ) 的表达式中利用约 
束方程 （15) 消去广义速度 q n+k (k = 1,2,..., 5 ),则得到可以独立于 （15) 求解的 
关于 (i = 1，2,…， n ) 的方程组.这些方程首先由恰普里金得到，并以他的名字 

命名 • 

积分方程 （24) 之后，可以从 （15) 积分求岀 扣 +1 ，…， . 

如果广义力有势且势能不显含广义坐标 gn + fc , 则方程 （24) 写成 


d dQ dQ 

dt dqi dqi 



4 (i = 1,2, •• - , n ). 


(26) 


例 1 (圆盘在固定水平面上滚动）设均质圆盘沿着固定水平面作无滑动滚动， 
以圆盘边缘上一个点与地面接触.固定坐标系的原点位于支撑平面上某点 
O , OZ 轴竖直向上（图 137) .设 GXYZ 是平动坐标系，坐标轴分别与的轴 
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平行.坐标系 Gxyz 与圆盘固连，其 Gz 轴垂直于圆盘平面.广义坐标取欧拉角和质 
心 G 在支撑平面上投影 Q 在坐标系 OXyZ 的两个坐标 x,y. 由图137可知， 

^ = psind, (27) 


其中 p 是圆盘半径. 

圆盘的动能和势能为 


T = ^ m ( x 2 + y 2 + z 2 ) + - (Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ), II = mgpsind , 


其中 m 是圆盘质量， g 是重力加速度， p, q,r 
是圆盘角速度 u; 在圆盘惯性主轴 Gx,Gy, 
Gz 上的投影， A,B,C 是圆盘对轴 Gx, Gy, 
Gz 的惯性矩，并且 


A 


B 


4 


mp 




C = -mp 

2 H 




而 P^Qi r 由欧拉运动学方程给出 


P 

q 




• « 

^ sin 9 sin (p-\-0 cos p， 

• • 

^ sin 0 cos ip — 9 sin p， 


(28) 



參 

r = ^cos0 + ip. 


图 137 


根据 （27) 有 



pO cos 9^ 


(29) 


于是动能表达式写成 


T = ^m(x 2 + y 2 ) -h -mp 2 (l + 4cos 2 0)9 

2 8 


sin 2 Oip 2 + -mp 2 (7p cos0 4 - ip) 2 . 
8 4 


(30) 


约束方程可由无滑动条件得到.如果没有滑动，则圆盘上与支撑面接触点的速度 

等于零，即 


VQ + 



xGD 


0 , 


(31) 


其中叱 是圆盘质心速度， GD 先 D 点相对 G 的向径 • 


在图137中直线几 E； 是在 D 点圆盘的切线，平行于节线 GN. 直线 DG 垂直于 


DE, 位于 GZ 和 Gz 确定的平面内，与 Gy 轴形成 P 角.在坐标系中 


V G > 

GD 1 





/ 


(士，公，幻， 

p ( cos 6 sin 0，一 cos 6 cos #，一 sin ff), 

• • • 

(0 cos %j) + 0 sin ^ sin 0,0 sin ^ — 0cos#sin0，0 + ip cos 6) 


( 32 ) 
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根据（29)，向量式 （31) 4第3个分量恒等于零，令其它2个分量为零给出约束方程 


如下 


x = p[9 sin TpsinO — (ip cos 0 + (p) cos #]， 

# 争 

y = —p[0 cos 0 sin 0 + (0 cos 0 + 0) sin %))]. 


(33) 


因为 n ， T 和约束方程都不含广义坐标 x , y , 故圆盘运动方程可以写成恰普里金方程 
的形式. 

为了方便，我们引入记号 


qi = 0, g 2 = 93 = ^)94 = x, q 5 = 2 /, 

那么利用第156小节、第157小节的记号有 


an = psin qi sing 35 « i2 = — pcosqs , 
ai3 = —p cos qi cos 奶， a2i = —p sin gi cos 办 
OL22 = 一 psing 3 , a 2 3 = —pcosgi sing 3 . 

由此和 （25) 可得 

= ~-^32^ = P s i n 93 ， -^23^ = ~^32 = ~/?COS^3, 


其余的 4$) 




1,2, 3; 


k 


1 ，2) 都恒等 于零. 


广义冲量 e u e 2 的表达式为 


e 


mx 


mp(sin qi sin q^qi - cos qsq2 - cos qi cos 肋如)， 
02 = rny = — m/?(sin q \ cos q^qi + sin q ^ q 2 + cos q \ sin 




如果我们用原来的记号，则恰普里金方程写成 


d 90 5 © 

~ ~de 


mgp cos 9^ 


d dS 


de 


mp 2 sin 09^ 


dt d(p dip 


9 


d de 


de 


dt dip 


mp 2 sin 99( p . 


这里 0 是利用约束方程 （33) 将动能 （30) 消去 i :， ☆后的表达式 


e 




誉 mp 2 6 2 + ^ m/? 2 sin 2 Oip 2 + ^ mp 2 (ip cos 0 + 0) 


2 


将函数 e 代入（3句可得运动方程 


0 + sin 0 cos Oih 2 + % sin OM + ^ - cos 6 

5 5 p 




0 , 


(34) 


(35) 
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d • 2 • • 

」（必 cos 0 + 0) = - sin 
at 3 


二[(矽 cos 0 ( p ) cos 沒 + 志 sin 2 O^jj 




^ sin 06 ( p . 


如果将这个方程组积分，则圆盘质心的运动可以利用关系式 
(33) 求出. 

方程 (36) 有特解 6 = 6 q = const, 这时有 


(36) 


(27) 和积分 


(p = ui = const, if ) = u)2 = const, 


(37) 


而角 （9 0 满足下面由 （36) 的第 1 个方程推出的关系式 

4 


sin Oq cos O0UJ2 + 7 sin Oq ⑴ 1 ⑴ 2 + f - cos 0 q 


6 


4 g 




5 


5/? 


0- 


(38) 


如果 0 O = tt /2, 则这个关系式变为0；10；2 = 0. 由此可知，存在下面的圆盘运动: 


0o = tt/2, 

a；i = 0， 

^2 7 ^ 0, 

(39) 

0q = 

= 7t/2 ， 

a；i ^ 0 ， 

UJ2 — 0, 

(40) 

Oq = tt/2, 

^1 = 0 , 

UJ2 = 0, 

(41) 


在运动 （39) 中圆盘以任意常角速度 0； 2 绕 .自己的直径转动，该直径固定且竖直. 
在运动 （40) 中圆盘译着直线滚动，圆盘面竖直，质心以任意常速度 \ uj iP \ 运动. 在运 
动 （41) 中圆盘在竖直面内静止不动. 

一般情况下00 ^ tt /2, o ； i , o ；2, 0 o 满足关系式 (38), 该关系式确定了两参数圆盘 
运动襄.对于这些运动，由约束 （33) 可得 

U )2 COS 00 + UJl . . d , UJ2 COS 6 0 + 

x = a — p - sm 0， ?/ = p + /? - cos 妒， 

CU2 ^2 

一、 

其中 a , 0 是积分常数，由初始条件确定，而 0 = a; 2 t + 咖. 由此和 （27) 可知，圆盘质 
心沿圆周运动，该圆周位于竖直平面内，圆心位于 （ a ， Apsin 0 o )， 半径为 


R = p 


UJ 2 COS 60 + 

UJ 2 


由此和图137可知，在运动过程中切点 D 在支撑平面上画出中心为 （ a ， 奶半径为 
p \( Jl / uJ 2 \ 的圆. 

在最一般的情况下，圆盘运动的解析研究归结为积分一个二阶线性微分方程•为 

♦ 

了证明这一点，我们做变换 ip cos 9 (p = r 并在 0^0 的时间段内研究该问题.我们 
将 （36) 的第2和第3个方程变为对自变量 (9 的方程 


dr 

d § 


- sin 0 ip 



r cos 0 + g sin 




(42) 
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从这些方程中消去 j 可得微分方程 

d 2 r .dr 4 ^ 

硒 +cot %] r = 0 ， 

如果令 It = COS 2 0, 则该方程变为 ' 

、 d 2 r 1 0 、 dr 1 _ 

^ (1 -^ d ^ + 2 (1 - 3? i ) d ^ _ 3 r = a 

这个二阶线性微分方程是微分方程理论中证明的高斯超几何方程，该方程的积 
分给出 r 关于角0的函数.由方程组 （42) 的第一个方程和等式矽 cos 0 + 0 = r •可以 
确定矽和0关于0的函数.这样，求欧拉角的问题归结为求0关于时间的函数，因 
为4⑷和 ( p ( t ) 在已知函数 0( t ) 时可以直接积分求出. 

6{ t ) 也可以直接积分得到，事实上，方程（3句有第一积分 


Q + IT = ft = const . (43) 

这个结论可以根据下面方法得出：将方程 （34) 看作是在陀螺力= mp 2 sin OO ^ ip , 
= — mp 2 sin OOip 和有势力 Qg = — mgpcos 6 作用下的定常系统的运动，并且有势 
力的势能不显含时间. 

将作为角0的函数代入等式 （43) 并解得6关于0的函数，由此可通过一 
次积分将 t 用0表示，再反解得到0 = 6{ t ). 

158. 阿佩尔方程阿佩尔提岀了不包含约束乘子的运动方程，既适用于完整系 
统，也适用于有不可积约束 （1) 的非完整系统.我们将这些方程用伪坐标（见第17小 
节）表示，设伪坐标 h 按照第17小节中公式 （29) 定义： 

m 

介 i = 51^(91^2, ••- , Qm , t)qj (i = 1,2, •• - , n ). (44) 

j=l 

为了得到阿佩尔方程，我们将动力学普遍方程 

N 

D 凡 一 m v w v ) - Sr u = 0 (45) 


用伪坐标表示.代入 

N m 

> : ' Sr u = > : QjSqj ， 

. 1^=1 J = 1 

其中为相应于关于坐标％的广义力，按第17小节的公式 （32) 将和,用表 
示，可得主动力元功 


N 


n 


SA 


Y^ F -' Sr - 




5 : Qj 〉: dijSiTi 




w V 


(46) 
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其中 

m 

Ilf = njgi ， 奶， … ， qm ， 女 i ， … ，女 n,t) = ^2/dijQj (i = 1 ， 2 ,…， n). (47) 

j=i 

Ui 称为对应于伪坐标 7 Ti (z = 1 , 2 ,.：. , n ) 的广 义力. 

为了将惯性力的元功用伪坐标表示，利用第17小节的等式（35)，可得下面表达 
式 





m u w 





n 



dw 

diTi 


6tt4 




如果引入函数 s 为 



(48) 


(49) 


则等式 （48) 可以写成 





• Sr u 




(50) 


函数 *5 称为加速度能， 一 般情况下它是 gi ， …，如，介1，... ， Oi ， … ，开 n , t 的函数 • 

由等式 （46) 和 （50) 可知，伪坐标形式的动力学普遍方程为 



(51) 


因为私可以任意取值，故由此可得 


95 

dni 


Hi 





1,2,. 


鲁 ♦ 


， n ) 


(52) 


这些方程称为阿佩尔方程，它们需要与 s 个约束方程⑴、伪速度关系式 （44) 联立. 

类似于在第140小节中证明拉格朗日方程对于加速度也的可解性，可以证明阿 
佩尔方程对于伪加速度圯 （i = 1，2,… ， n ) 是可解的.此外方程 （1) 和 （44) 按照伪速 
度的选择对于么是可解的（见第17小节的 (30)), 于是得到 m+n 个对于任意未知函 
数叽，奶，…，如，介1，".，介71可解的 方程. 如果给定初始值 g ?， 沾，…，4,升?，…，<， 

则在力学上不是很苛刻的力的条件下，系统的运动可以唯一确定.根据 g ?， 沾，…， C ， 
片，•••，<，由第17小节的 （30) 以及约束方程 （1) 可以确定广义速度的初始值 

放，… ，‘ ，而由 qlq ^ 和约束方程可以确定系统各质点在笛卡儿坐标系中的初始 
位置和初始速度.由此可知，如果给定系统各质点的位置和速度，而不与有限约束和 
微分约束矛盾，则系统的运动可以唯一确定. 
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如果 A 就取么 （i = 1，2, •…， n )， 则相应的广义力氏等于由第63小节中 （13) 
确定的在这种情况下加速度能是 • • •， qm ， ^1) * * * 5 Qni 々1，…， dn 的函数，阿 
佩尔方程 

焉= Q’i ( i = 1,2, ••- , n ) (53) 

和约束方程 （1) 构成确定非完整系统运动的方程组，方程数等于 n + s = m , 即像沃 
洛涅茨方程情况一样等于广义坐标数.如果系统是完整的，则 m = n , = Qi ， 方 
程 （53) 只是第二类拉格朗日方程的另一种形式. 

为了得到阿佩尔方程，需要按公式 （49) 计算加速度能.这是很繁琐的过程，因此 
计算阿佩尔方程比沃洛涅茨方程和恰普里金方程更困难，在这两类方程中不需要计 
ns 而需要计算动能 T . 

作为例子，我们利用阿佩尔方程证明对于系统平衡虚位移原理条件的充分性(第 
62小节）. 

设第62小节的条件 （3) 和 （4) 成立，当 Z = to 时有 rv = rvo ， = 0 (u = 

1，2,…， AT ), 我们来证明，在时间段 t 0 ^ h 内系统处于平衡状态，即在该时间段内 


7V = {y = 1) 2, • • • ， N、. 

由（ 44 )，( 4 6)和第6 2 小节的条件⑷可知，当 TV 三 rvo 时，对于有 
卩 i (9 l 0, Q 20, …， QmO , 0,…，0, t ) 三0 (这里分10,奶0,…， 9 m 0 是相应于平衡位置的广义 

坐标).另一方面， 


dS _ 

dni 



dw v 

d^i 


(z = 1,2, ••• , n ) 

% 


当 TV = tvo 时也等于零，这是因为三0,于是阿佩尔方程有相应于平衡位置 
t v = {y = 1，2,…， AT ) 的 特解％ =办0 (j = 1,2, ••- , m ). 

虚位移原理条件的充分性现在可以由牛顿-拉普拉斯运动确定性原理（见 
第45小节）得出，这是因为根据这个力学中采用的原理，系统的运动由其初始位 
置和初始速度唯一确定. 


159. 加速度能的 计算. 科尼希定理的类比设是系统质心的绝对加速度, 
w u 是系统的质点尺的绝对加速度，而是该质点相对质心的加速度，那么对于 

系统的所有质点有 

» 

w u = 1 UC + (54) 

为计算加速度能 

1 ^ 

S = - (55) 

、 V=l 

将 (54) 代入公式 (55) 得 

t 




m 


V 




TTIi/UOi/y 


N 


+ 2 E m u w^ T . 


(56) 
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由于 =从，而 ZllLi rn u w UT = Mw Cr = 0,所以由 （56) 可得 



1 ^ 



(57) 


即系统加速度能等于位于质心的质量等于系统质量的质点的加速度能与系统相对质 

心运动的加速度能之和. 

这个结论类似于关于动能的科尼希定理（见第83小节). 

160 . 定点运动刚体的加速度能设 Oxyz 是与刚体固连的坐标系，坐标原点位 
于刚体的固定点0, Ox , Oy , Oz 是刚体对0点的惯性主轴，刚体的质点的位置 
由其向径 rv 确定,< = ( avud . 设 u ; 是刚体角速度， u / = ( p , g ， r )， 而 e 是刚体 
角加速度，因为 u ; 的绝对导数等于其相对导数，故 

e f = ( p . q . r ). (58) 

根据第24小节，质点~的加速度由下面公式确定 

itV = e x rv + u ; x ( a ? x rv )， 

4 

或者 

w u = e xr v - u ;( u ; - r v ) — rvo ; 2 ， （59) 

由此可得加速度 lUzz 在 Ox ， Oy ， Oz 轴上投影的表达式 

争 

W ux = - a ^( g 2 + r 2 ) + y u {qp - r ) + z u ( pr ^ q ), 

w uy = - yu ( r 2 + P 2 ) + z u (rq - p ) - x v ( qp -^- r ), (60) 

w uz = - z u ( p 2 + q 2 ) + x v { vr - q ) + y v (rq + v ) • 

如果我们将刚体分为 AT 个质点，则加速度能表达式为 

1 w 

S = mv ( + w ^y + 

l/=l 

代入表达式 （60) 并考虑到 Ox ， Oy ， Oz 是惯性主轴，因而有 


N 


Jxy 



TTli/Xi/yi/ 


= 0, 
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N 

Jyz = > : ^vVi/^u = 0* 

1/=1 

如果去掉 S 中对于阿佩尔方程来说不存在的不依赖于 p ， q ， r 的部分，则得 




( r 2 + 2 qpr + q 2 — 2 prq ) 


N 

+ 2 ^luvl I ( p 2 + + r 2 - 2 qpr ) 


N 

+ 2 I X! 1 (f + + P 2 - ^rqp) . 



或者 


S = i ( Ap 2 H - Bq 2 + Cr 2 ) + (C — B)qrp + (A — C)rpq + (B — A ) pqr , (61) 

其中 4， B , C 是刚体对 0 a ;，02/，0 z 轴的惯性矩. 

例 1 (利用阿佩尔方程推导欧拉动力学方程）设是外力对0点的 
主矩 Mo 在 Ox ， Oy , Oz 轴上的投影，伪坐标取介 1 = p ,7 T 2 = g , 71-3 = r , 外力的元功为 

6 A = Mo ^ (^dt = M x pdt + M y qdt + M z rdt = M x 6tti + M y 67T2 + M z 6tts^ 

所以相应于伪坐标 a 的广冬力 iii 计算公式为 

• 111 = M X1 II 2 = M yi II 3 = M z . (62) 

考虑到表达式 （ 61) 和 （ 62 )， 由方程 （ 52) 直接得到欧拉动力学方程. 

例 2( 球在平面上滚动）设均质球沿着固定水平面无滑动滚动，固定坐标系 
OXYZ 原点位于固定平面上某点0, az 轴竖直向上.设 o ； x , o ； y , cc ； z 是球角速度 
在 OX , OF , OZ 轴上的投影 , p , g , r 是球角速度在以球心为原点而与球固连的坐标系 
Gx , Gy , Gz 轴上的投影. 

设 a ;, y 是球心在 OXYZ 的坐标 ， z = a ， 其中 a 是球 半径. 由无滑动条件（球 

上与平面接触点 D 的速度等于零）可得关系式 

% 

x = a ； ya, y = —ujxOj. (63) 

球相对任意直径的惯性矩等于 2ma 2 /5, 其中 m 是球的质量•由 （ 57) 和 （ 61) 得加速 
度能表达式 

5 = \ m { x 2 + y 2 ) + \ ma 2 ( p 2 + g 2 + r 2 ). (64) 

2 5 

引入伪速度 


介 i=wx, 介 2=wy, 介 3 = 吻， 


( 65 ) 
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由 （63) 得 

x = a7T2 ， y = —a7Ti. (66) 

设 e 是球的角加速度，那么注意到 

P 2 + g 2 + r 2 = £ 2 ='^X + cjy + cj| = 7Ti + 71*2 + 7r|, 

并利用 （66), 由 （6 4 ) 可得加速度能的最终表达式 

S = ^ma 2 [7(7Ti + ^ 2 ) + 27r| . 

因为广义力氏 （< = 1,2,3) 等于零，故由阿佩尔方程 dS/dni = 0 {i = 1,2,3) 
可知开 i = 0 (i = 1,2, 3) 或者 = const , uy = const , uz = const . 于是由阿佩尔方 

程可知，在运动过程中角速度不变，这个结论在第113小节中用其它方法得到过. 


第十一章 

动力学方程的积芬 


§1. 雅可比乘子 


161. 方程组的乘子 • 乘子的微分方程 本章将得到动力学方程积分的某些^ 
般性结论.首先介绍后面需要用到的微分方程理论的辅助知识. 


设给定微分方程组 


dxi _ dx2 _ 


dx k 



其中不 （i = 1,2, …， fc ) 是变量 A , x 2 , …， Xfc 的给定 函数. 

如果当 Xi,X 2 , ••- ,x k 满足方程组 （1) 时，函数 f(xi,x 2 , ••- ,Xk) 是常数,则称/ 
为方程组⑴ 的第一积分. 如果 f ( x 1 , x 2 r -, x k ) 是第一积分,则沿着⑴的解曲线 
的微分 d / 恒等于零，即沿着⑴的解曲线有 


df ^ df „ df J ^ 

df = -^-dxi + •^- da ；2 + - h -^- dx k = 0. 

UX\ UX2 OXk 

这就是说，函数 /( X 1, X 2 , •• - , X k ) 是第一积分的充分必要条件是 

^^ Xl + S X2 + - + ^ =0 - ⑶ 

引入记号 X { f ) 是为了书写上 简捷. 显然，如果 / i ,/2 , …， /i { l^.k = 1) 是第一^积 
分,则任意函数 FtJih , …，扣 都是方程组 （1) 的第一积分.如果已知 Z 个独立的 
第一积分 


/i = c i , /2 = c ，• • • ， fi = Q {pj = const ; j = 1，2, •.. ， Z ) 


(3) 
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则它们可以用来使方程组⑴降阶 n 欠.事实上，如果凡/ 2 ,…，力是独立的，则下 


面矩阵的秩等于 I 


dfi dh … dfi 
dxi dx2 dxk 

dx \ 9 x 2 dxk 


# 

{並 ••• i 

dxi dx2 dxk 


(4) 


不失一般性,假设矩阵⑷的前 Z 列构成的 Z 阶主子式不等于零，即函数 
fl 对变量,怎/的雅可 tb 行列式 


3(,1，,2,… 

d(xi,x 2 r- ，阶） 

在这个不等式满足时，关系式⑶对于 x u x 2 r - 可解，可以用变量^+1,*** , x k 
和常数 C!,c 2 , ••- ,Q 表示.代入函数 X z+1 ，…，為并将结果用 Xf +1 ，…，％表示, 
其中X; (j = / + 1, ••- ,fc) 是叫 !，… ，叫和 ci,c 2 ,-*- 的函数,方程组⑴变为 

dx,+i dx/j 

■ — 

A /+l 

它比方程组 （1) 低 Z 阶.方程组 （1) 只能有 A; - 1个独立的第一积分,如果它们都是 
已知的，则 


dh dh 

dxi dx 2 

dh dh 

dxi dx 2 


♦ # 





Ml Ml • 

dx' dxi 


♦ # 





⑻ 





Cl , /2 = C , 


# # ♦ 


fk-1 


Ck-1 


⑹ 


给出微分方程组 （l) 的一般积分,任何其它积分/都是独立的第一积分 A ,/ 2 , …, 

A-i 的 函数. 为了证明这个结论,需要验证函数 fJir - Jk - i 对变量％町,…，抑 
的雅可比行列式等 于零： 


d ( f，h 


，/fc- 


d { xi , x 2 , 


，工 fc ) 


0 


⑺ 


事实上，如果 fJiJ 2 r - Jk - i 都是第一积分，则 


X (/)= X !^ + X 2 ^ + ... + X fc ^ =0, 


dxi 


dX 2 


dx k 


X (/ 1 ) = X 1 ?^+ X 2 ^ + 


# • • 


dxi 


dX 2 


+ 為 


dfi 

dx k 


0, 


X { f k - i ) 






df k 


dx 


I +X2 ^zi + 




dX 2 




dfk 


dx k 



这个关于 x l 5 ..., x fc 的齐次线性方程应该有非平凡解，于是等式⑺成立,这就 
是所要证 明的. 
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将等式 （7) 左边的雅可比行列式按其第一列元素分解为 


Ai 


dl 

dxi 



dl 

dx2 


+ ••• + Afc 


dl 

dx k 



⑻ 


其中 4 (i = 1,2, …， fc ) 是雅可’比行列式第一列第 i 个元素的代数余子式. 

条件⑻表明/是凡/2,… Jlc - l 的函数.如果/是第一积分,则条件⑻成 
立,而如果条件⑻成立,则/是 A , / 2 ,…， A - i 的函数,是第一积分,所以条件⑻ 
为/是第一积分的充分必要条件（已知第一积分凡/ 2 ,…，也就是说条件 （2) 
和⑻是等价的，所以在等式 （2) 和 （8) 中导数 df/dxi (i = 1,2 ，…， fc ) 的相应系 
数成比例，即存在函数 M ( xi , x 2 , ••- , Xk ) 使得 


= MXi (i = l ，2，...， fc ). (9) 

函数 M 称为雅可比乘子或者简称方程组 （1) 的乘子. 

等式⑼中包含积分 A ,/ 2 , … Jk - u 然而，我们也可以得到不含 A ,/ 2 , …， 
fk -1 的关于 M 的微分方程.我们将证明 M 满足下面的线性偏微分方程 


djMXx ) d ( MX 2 ) 

dx \ + dx2 


+ ••• + 


d ( MX k ) 

dx k 



( 10 ) 


事实上,如果利用 （9) 用 4 代替 （10) 中的 MX U 则在 （10) 中的微分后可知，等式 
(10) 左边是一个和,其每一项都是形如 d 2 f s l { dx i dx j ){ i ^ j ) 的二阶导数与 fc -2 个一 
阶导数的乘积,所以要证明 （10), 只需验证 （10) 左边不包含任何二阶导数.比如我们 
来看导数 d 2 h / { 8x ^ X2 ) , 它包含在2个被加项中.在第1个被加项中, d 2 h /{ dx 1 dx 2 ) 
的系数是^中 dh / dx 2 的系数， B 卩行列式 

3(,2, ,3,… ， /fc-l) (U) 

9(X3, 工 4,… ,X k ) 


而在第2个被加项中， d 2 f 1 /{ dx 1 dx 2 ) 的系数是 A 2 中 dfi / dxx 的系数，即符号相反 
的行列式 (11), 其它被加项也是这样.1 

方程 （10) 的解称为乘子，可以证明 ，2 个乘子的商是方程组 （1) 的第一积分. 
事实上，设 从和 鸠是乘子，即方程 （10) 的解,那么有下面等式 



( 12 ) 



将 （12) 乘以-純,将 （13) 乘以奶，然后相加得 




M 2 


dMi 

dxi 


k 




dxi 




[162】 


§1. 雅可比乘子 


. 223 . 


可见, m 2 / m 1 确实是第一积分.反之 亦然： 任何乘子与方程组 （1) 的第一积分之积 
还是乘子,这个结论不难直接验证. 

为了进一步对动力学方程应用乘子理论,我们可以发现，由 （10) 可得,如果 


k 



dXj 

dxi 



W \ M = 1 是乘子. 

162. 乘子的不变性 • 雅可比最后乘子 我们对方程组 （1) 做变量替换，引入 
2 /1, 2/2,* ** ^Vk 代替$1, $2 ,…，变换公式为 , 


Xi = Xi(y u y 2 ， … ,y k ) (i = 1,2, … ， fc ). 

假设雅可比行列式 ， 、 

3( 工 1，工2 5***5 *^ k ) 

d(yi ， y2, … ,2/fc) 


(14) 

(15) 


不为零,那么变换 （14) 是可逆的.为了得到变换后的方程组，引入辅助变量〖使得 
dxi / Xi 的每个都等于 dt , 那么方程组 （1) 可以写成 


将 Vi 
是有 


dxj 

dt 


(^1 5 ^2 ? # * * 5 ^ k ) 一 1，2， • • • ，友) • 


(16) 


(< =1，2,…， fc ) 的每一个都看作6的复合函数： yi ( xi ( t ), x 2 ( t ) r - ，: ⑷)，于 


dyi 

d ^ 


k 



3 


dyi dx 
dxj dt 


k 


9 

3 



3 


dyi 

dxj 


Xj 


X ( Vi ) 


将 2 A , 2/2 , …，的函数 X ( yi ) 用记号 K 表示,那么方程组⑴用新变量表示为 


dyi dy 2 、 dy k 

- =_ ■ = • • • = ■ • 

Yi Y 2 Y k 

可以发现,表达式 X ( f ) 在下面意义下是不变的 

3 



(17) 


( 18 ) 
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等式 （18) 表明，将原方程组 （1) 的第一积分用新变量写出后就是变换后方程组 （17) 
的第一积分. 

设 fuf 2, …， fk-i 是方程组⑴的独立的第一积分，而/是任意函数, Mo 是满 
足下面恒等式的乘子 


M 0 X ( f ) = 


0(/l ， ,2, … ， /fc-l) 

d ( x ll x 2 r - ^ k ) 


(19) 


在这个恒等式两边乘以行列式 （15) 得 

M ^ d { x 1 , x 2 r - ^ Xk ) x ( f ) = ，九 一 1 ) d ( x i ^ x 2 r - ，办 ) 

• ° 3(2/1 ， 2/2,… ， 2/fc) d{xi,x 2 r- ^ k ) 3(2/1 ， 2/2,… ， 2/fc) 

利用 X ( f ) 的不变性和函数行列式的乘法法则②，则上面等式 写成： 


M ^ d ( x 1) x 2 r - = 外/ 1 ,/ 2 ,… ，/ fc - i ) 

° 3(2/1 ， 2/2,… ， 2/fc) d{yi, 2 / 2 ,… ， 2/fc) 


由此可知，函数 


M 0 *= M 0 


d(xi,x 2 ,-' ，工 fc) 

3(2/1,2/2, … ,2/fc) 


( 20 ) 


是变换后方程组 （17) 的乘子.设 M 是任意乘子,即偏微分方程 （10) 的解,而 Mo 是 
恒等式 （19) 中的乘子,根据第 161 小节有 


M = M 0 F , 

其中 F 是方程组⑴的第一积分（也是 （17) 的第一积分).在这个等式两边乘以行 
列式 （15) 并利用公式 （20) 得 


M 


d(xi,x 2 r - ，工 fe) 

3(2/1, 2/2,… ,2/ fc ) 


= Mq 


d(xi,x 2 r - ，工 fc) 

d [ yi ， y 2, … ,价) 



( 21 ) 


我们已经证明了 m d * 是对于变量 m k 的乘子，又因为 F 是第一积分, 
根据第161小节函数 M 0 * F 也是乘子. 

于是我们证明 了乘子不变性 定理： 如果 M 是对于变量 a , 奶,… ，抑的 乘子，则它 
与雅可比行列式的乘积是对于变量 yi , y 2 , … , y k 的乘子 • 

乘子不变性是乘子理论实际应用的基础.假设已知方程组 （1) 的 fc - 2个第一 

积分 

fj = Cj {cj = const ; j = .1， 2, • •. ，— 2)， 

即为了得到一般积分还少 1 个第一积分. 


@ 利用等式（2)，(7)-⑼给出的方程组 （1) 的乘子定义. 

②参见 ： rypca 9. Kypc m aTeMaTH'iecKoro aHajiM 3 a. T. 1，只.1， M .; JI .: rTTH, 1933. 
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按下面公式引人新变量扒,奶, • • • ，讲 


2/1 = XI, 2/2 = ^2, 2/3 = /l, •••, Vk = /fc-2, 

那么当沴3时有 X = X{ Vi ) = 0,且方程组⑴用新变量写成 


dyi dy 2 dy 3 dy k 

- = = —— = • • • = 

Y ± Y 2 0 0 

即变为一个方程 

y 2 dyi - Yidy 2 = 0 ， 


( 22 ) 


(23) 


My 3 , ••- ,2/ fc 看作常数. 

如果已知对于变量…，办的乘子则根据乘子不变性定理，函数 


M * = M 


d(x lj x 2 r - ，工 fc) 

3(2/1，2/2, ••- ,2/ fc ) 


是对于变量 yi , y 2 ,-*-,2/ fc 的乘子，即满足方程 


十 d(M*Yj) 

h ^ 



考虑到沴3时 K = 0,上面方程写成 

$ 

a ( M * yi ) d(M*Y 2 ) 
dyi + dy 2 


(24) 


(25) 


这个等式表明，函数 Af * 是方程 （23) 的欧拉可积乘子,即表达式 M ^ Y 2 dy 1 - Y 1 dy 2 ) 
是全微分,于是,缺少的1个第一积分可以写成 

J M *( Y2dyi — Yidy2 ) = const . 

•a 

函数 AT 称 为最后乘子，或者雅可比最后乘子. 

因此,如果已知方程组 (1) 的某个乘子,则该方程组的积分需要寻找 A : - 2 个独 
立的第一积分.得到最后1个缺少的积分后可以使方程组完全可积. 

例 1 (非均匀球在平面上滚动①）我们来研究球在固定水平面上的运动，球是 
非均匀的，其质心与几何中心重合，运动是无滑动的滚动 • 

Gxyz 是主轴坐标系， a 是球半径， A , B , C 是球对 Gx ， Gy ， Gz 轴的惯性矩 ， m 
是球的 质量. 如果 t / = ( v x , v y , v z ) 是球质心速度 ， a / = ( p ， q ， r ) 是球的角速度, 
n ; = (71,72,73) 是竖直向上的单位向量，则无滑动条件（球上与水平面接触点 D 的 

速度为零）写成 

v = acv x n. (26) 

①参 见： HanjibimH C. A. Co6p. coh. T. 1 ， M,; JI •: rocTexM3^aT ， 1948. —— C. 76-101. 
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球的运动方程写成阿佩尔方程的形式，加速度能的计算公式（见第159小节、第160 
小节）为 

S = ^ mw 2 + ^ ( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ) + (C — B)qrp + (A — C)rpq - j - (B — A ) pqr , (27) 
其中 tt / = ( Wx , Wy , W Z ) 是球质心的加速度•由 （ 26 ) 得 

w = a[(b xn -\- ivxn -\- u ) x ( u)X n )] 

或者 

w x = a R73 - 爹72 + qis - + P^n — 7 〆 ]， 

w y = a [ r7i - P 73 + r^yi - pj 3 + q^n - 72^ 2 ], (28) 

w z = a [ p72 - 97i + P72 - qji + ruj n - 73U ； 2 ], 

其中 a; n = P71 +972 + r73 是向量 a ; 在竖直方向的投影. 

取 p ， q ， r 为伪速度 7 ri ,7 r 2 ,^ 3 , 并注意到相应的广义力 1 ^, II 2 , 11 3 都等于零，由阿 
佩尔方程得 

Aip -\- ( A s - A 2 )qr = ma 2 7 i ( P 7 i + g72 + 爹 73 )， 

s 

_ . 

A 2 q + (Ai - As)rp = ma 2 ^ 2 {vii + Ql2 + ^ 73 )， (29) 

A 3 r-f ( A 2 - Ai)pq = ma 2 7 3 ( p7i + g72 + 爹 73 )， 

其中 Ai = A + ma 2 , A2 = -B + ma 2 , A3 = C + ma 2 . 

方程（烈）与泊松方程（见第 ii 4 小节） 

7 i = ^72 - ^73, 72 = P 73 -^7 i ? 73 = ^7 i - P 72 (30) 

构成了描述球相对质心运动的封闭方程组.解出该方程组后，则可以由 （26) 积分后 
得质心运动 轨迹. 下面将证明，方程组（29)， （30) 完全可积. 

方程组 (29), (30) 有能量积分 

1 1 

— (^ Aip ^ H - 义 2〆 + 乂 3 ” 2 ) r — — h — const . (31) 

2 2 

第一积分还有球对其与平面接触点乃的动量矩的大小 

(Aip — ma 2 7i ^ n) 2 + { Mq — ma 2 72 ^ n) 2 + {^ 3 ^ — ma 2 73^ n ) 2 = const (32) 
及其在竖直方向的投影 

Mini + 火 2972 + ^ 3^73 — ma 2 uj n = const . (33) 
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此外，显然存在几何积分 

7? + 7! + 7! = 1. (34) 

积分 （31) 由动能定理得到（见第88小节， （31) 左边是球的辦知由于作用在球上的 
外力的功为零，因此动能为常 数)； 积分 （32) 和 (33) 由动量_理的一般形式得到 
(见第87小节中 （7)). 事实上，外力（重力和平面约束力）对率与平面接触点的矩等 

于零，又因为“画出”球在平面上的轨迹的“几何点”的速度显然等于球质心的速度，故 
根据动量矩定理可知,在运动中球对接触点的动量矩保持不变，利用第81小节 
中公式 （4) 容易得到 


K， d 


(Aip 


ma 2 ^ iu n , A 2 q - ma 2 yz ⑴ n , - ma 2 ^ su ; n ). 


由此可得积分 （32) 和 （33). 上述积分的存在性也可以直接验证：基于方程 （29) 和 
(30), 方程(31)-(33)对时间的全导数为恒等式. 

上述4个积分足以将方程组 （29), (30) 完全积分，为此需要找到雅可比乘子 

从 （29) 解出 - A s ) qr 

^1 


q = -^[( A s - Ai)rp 


(35) 


r = - A 2 )pq + 73^], 

A3 t 


其中 




^2 







7igr + 




A 1 


^2 


72”P + 






^3 


izpq 




ma 


2 


A 




^2 




乘子满足方程 


d 


+ 


r\ r\ 

( Mg ) + ^-{ Mr ) + 


$ ⑽） ， dqn ' dr 


d 


dji 


( M7O 


d 



dj 2 


( Mj 2 ) 


d 


(36) 


(37) 



^73 


( M73 ) 




0, 


其中 7 i ,72 5 73 为方程 （35) 和 （30) 的 右边. 考虑到 （30)， 乘子方程变为 


M + M 


dp dq 


dr 


0 


( 38 ) 


将 （35) 右边代入上面公式的括号内并进行必妻的微分，方程 （38) 可以写成 




Ai 


M 


乂 3 


0 


考虑到 （30) 和 （37) 最终得到 


2 /M - M / = 0. 
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积分这个方程给出乘子表 达式 ： M = cV 7( C 是任意常数).由雅可比最后乘子理论 
可知，微分方程组 （29) 和 （30) 完全可积. 

练习题 1试_， 为了得到第 105 小节中方程 （32) 和 (35) 的一般积分，除了 
3 个积分 （36), (3幻 4 |^38) 以外只需再找到 1 个第一积分. 


163. 乘子捶 ㊣ 荏 1 E 则方程中始应用 


设质点系的运动由下面哈密顿正则方 1 程 


描述: 

dqi_dH 
dt dpi’ 

这个方程组可以写成对称形式 


dpi _ dH 

dt dqi 


(i = 1,2, • • •， n ). 


(39) 


dqi dq n dpi _ dp n _ dt 

~dH = … =-djf = —qh = … = dH = y 
dp! bp n "dqi dq n 


(40) 



所以正则方程存在乘子 M = 1 (见第161小节最后一段). 

因为 （39) 的乘子已知，故得到其一般积分只需 2 n - 1个第一积分,建立第 2 n 
个第一积分就可以使问题完全求解. 

我们将发现,还有一个简化正则方程求解的可能.设哈密顿函数丑不显含时间， 
那么在 （40) 中去掉最后一个包含 dt 的项可得 2 n - 1个方程，仍然有乘子 M = 1， 
所以为了得到一般积分只需 2 n -2 个第一积分.又由于这种情况下系统是广义保 
守的，故有1个第一积分我们早已知道.这就是广义能量积分 H = h = const (见第 
151小节)，所以得到一般积分还需要 2 n - 3个第一积分.例如，如果 n = 2则除了 
能量积分 H = h 只需再找一个第一积分. 

例1 (限制性三体问题（见第 I 24 '小节 )） 设小质量的质点 P 在 2 个有限质量 
质点 S 和 J 的引力作用下运动， P 对其它2个点的运动没有影响.假设点 J 相对5 
沿着圆轨道运动，而 P 在这个轨道平面内运动（即平面限制性三体问题) • 

取测量单位使得 S 和 J 的质量之和、它们之间 
的不变距离、它们的转动周期都等于 1. 设 m 是 P 

点质量，而1 - / x 和/ X 分别是 iS 和的质量. 

% 

我们研究 P 点在旋转坐标系 Oxy 中的运动，该 
坐标系原点位于 S 命 J 的质心， Oa : 轴指向 J (图 
138). 用 表示 P 点的坐标，根据速度合成定理 
(第31小节）可得 P 点绝对速度投影如下： 



v x = x - y , 


v y = V ^ x - 
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P 点的动能为 


T =^ rn(vl -\- Vy ) = T 2 + Ti + T 0 , 


其中 

T 2 = ^ m ( x 2 -\- y 2 ), Ti = m ( xy - xy ), T 0 = ^ m ( x 2 H - y 2 ), 

P 点的势能为 


(41) 

(42) 


II = — m -~~ - - m — , r \ = (x + fj ) 2 + y 2 , = (x - 1 + m ) 2 + y 2 - (43) 

r \ r 2 

P 点的运动方程可以写成哈密顿正则方程的形式.哈密顿函数不显含时间，所以存 
在广义能量积分——雅可比 积分： 


T2 — To + U = h = const . (44) 

因为自由度 n = 2,得到一般积分还需 1 个第一积分. 


§2. 含循环坐标的系统 


164. 循环坐标 运动微分方程得以简化的一个重要的源泉是循环坐标.我们研 
究完整系统在有势力场中的 运动. 设系统有 n 个自由度，而仍，私… ，如是 广义坐 
标.如果如不包含在拉格朗日函数中，即 dL / dq a = 0,则称为循 环坐标•① 

定理设如是循环坐标，则其相应的广义冲量是第一积分: Pa ~— — const , 

时其它广义坐标随时间的变化就如同 n -1 个自由度的系统，而 c a 看作参数. 

证明 哈密顿形式的系统运动方程为 


d qi _ dH 

dt dpi 


dpi _ dH 

dt dqi 


(i = 1，2,…， n )， 



其中丑 = 丑 ( 仍， … ， Qa-l^Qa-\-l, * * * , Qn,Pl, - - - ， Pa-1 ， Pa ， Pa+1 ， ... ， Pn ， 0. 如果在 （lj 

中 i = a 则 dH/dq a = 0, dp a /dt = 0, 所以 p a — c a = const •在⑴中代入 = c a 
得到 2 n - 2 阶方程组 


d qi _ dH 

dt dpi 


dpi _ dH 

dt dqi 


(i = 1 ， 2 , • • • ， 71; i 7 ^ Q；), 


( 2 ) 


其中丑 = H(qi, - - - , • • • ， 9n ， Pl，• . • ， Pa- 1 ， C a ， p a +l ， … ， Pn，0 

积分方程 （2) 给出 


Qi = Co：, Ci, • • • , C2n—2 )， Pi = Pi ( 亡， Cq ：， Ci，• • • ， C2n—2 )， (3) 

①由第 148 小节和第 153 小节可知， dL / dq a = - dH/dqa = — dR / dqa , 所以如果扣是循环坐标， 
则它也不出现在哈密顿函数和罗斯函数中，反之依然. 
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其中 Cl ， …, C 2 n -2 是任意常数.循环坐标&对时间的依赖性由 （1) 中的一个方程 


确定 



(4) 


其中右边部分利用函数 （3) 的代人角 f 和 2 n - 1个常数 Cq ： ， Cl ， • . • ， ^2 n — 2 表示.积 
分方程 （4) 给岀 

f dH ^ 

Qa = I o 一 " df + c , 


其中 c 是第 2 n 个常数. 

类似地，如果不是1个而是 i 个广义坐标是循环坐标，则有 Z 个广义冲量是第一 
积分，微分方程组 （1) 可以降 2 Z 阶. 口 


165. 利用罗斯方程降阶 设如 （a = fc + 1，…， n ) 是循环坐标，那么有 n - fc 

个第一积分 gL 

Pa = = c a = const (a = fc + 1， …， n ). (5) 

OQa 

设拉格朗日函数对变量扎的海斯式不等 于零： 


det 


d 2 L 

dq a dqp 


n 

# 0. 

a ， )9=fc+l 


( 6 ) 


罗斯函数（第 153 小节）为 

71 

R = 〉: ^ctQa - L ， (7) 

Q!=fc+1 

其中心 利用方程 （5) 由识， qi , c a ,t (i = 1,2, •• - , fc ; a = fc + 1， …， n ) 表示•①罗 
斯函数不包含循环坐标相应的广义速度 


R 


R{qu Qi , c a , t ) (i = 1，2,…， fc; a = fc + 1，…， n). 


⑻ 


所以罗斯方程的一部分 


dt dqi dqi 


(i = 1 ， 2,… ， fc) 


⑼ 


描述非循环坐标随时间的变化，可以独立于方程组的其它部分积分.方程组的其它 


部分 


d^a _ 9R 
dt dc a 



= 0 (a = fc + 1，…， n ) 



相应于循环坐标. 

积分 2 fc 阶微分方程组 （9) 给岀 


Qi = ，c fc ，4) (i = 1,2, •• - ,fc), (11) 

◎在 条件⑹满足时方程 （5) 对于礼可解. 
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其中 q ， < (z = l ,2,..*, fc ) 是任意常数.然后由 （10) 的前 n - fc 个方程得到循环坐 
标依赖时间的关系 


Qa = 



OR 
dc 


dt + c f a 


(a = fc + 1，… ， n )， 


( 12 ) 


其中在函数 dRldc a ^ qi 要用其表达式 （11) 代替. 

在第 164 小节和本小节中给岀的运动微分方程组降阶过程，是在积分运动方程 
时最有效和实践中最重要的方法.由问题的任何对称性都可以给出广义坐标的选择， 
使得某些广义坐标如是循环坐标，导致存在第一积分= const , 正像我们已经看 
到的，这将研究运动归结为研究少于广义坐标数的系统的运动.对于2个自由度的 
广义保守系统，存在1个循环坐标使运动微分方程完全可积（第164小节). 

例1 (球面摆的运劫）球面摆（见第 138 小节的例 1) 有 2 个自由度，如果广义 
坐标取为 (9 和 p ( 图 134), 则动能和势能为 

T = - ml 2 (0 2 + sin 2 9( f 2 ), II = mgl cos 9. 

2 


因为拉格朗日函数 


L = T — II = - ml 2 (0 2 + sin 2 Oip 2 ) — mgl cos 9 

2 


不包含 a 故这个广义坐标是循环坐标，其相应的第一 积分为 


Pep 


dL 

dip 


ml 2 sin 2 9 (p = : mZ 2 a ； oa , 


其中 



是任意无量纲常数，记号吻= yjgfl 是为了方便引入的 


因为由 （13) 可得， 


所以对于罗斯函数 







sin 2 0 ， 


R 




L 


有如下表达式 


方程 


2 2 sin 2 19 ^ 

d dR dR _ 

di ~ d 0 ~~ d 9 ~ 


相应于一个自由度系统，其动能和势能分别为 

T * = - ml 2 e 2 , n * = mgl cos (9 + \ ml2 ^f • 

2 2 sin 6 

这个系统称为导出系统，函数 IT 是导出势能或者罗斯势能. 


(13) 


(14) 


(15) 
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导出系统有能量积分 


2 


2 sin 9 


2 




其中/?是无量纲常数. 


引入记号 


u 


cos0 ， 那么 ii 


sin 如，由 （16) 可得 



u 


2 


G ⑻， 


其中 G ( u ) 是三次多项式 


I 


G ( u ) = (1 


u 2 )(P 


2u) 


a 2 , 


(16) 



(18) 


也可以写成 


G ( u ) = 2 (u — ui)(u — U 2 )(u — Us ), 
其中 Ui , U2 , Us 是方程 G ( u ) = 0 的根. 


(19) 



我们发 》 现 i ， ( j (+ oo ) = +00, ( j ( _ 00) = — oo, G (士 1) 
=—a 2 < 0 (如果 a _ 0). 因为 G ( u ) 是连续函数，故 

f ' 

至少有 1 个根不小于1，例如在区间 -1 彡1^ + 1 
应该存在 U 使函数 G { u ) 为正或者等于零，否则等式 
(17) 不可能对实数 u 成立.由于球面摆的运动在物理 
上是存在的， it 应该是 实数. 由此可知，函数 G ( u ) 在 
区间 -1 彡16彡+ 1有2个实根14, W 2 和1个根 Us ^ l - 


图1邪 函数 G ( u ) 曲线如图139所示. 

因为对于实际运动有 G { u )^0, 故我们感兴趣的 u 的变化区间为 Ui ^ U ^： U 2, 
相应于摆在实际运动中0角的变换区间 分 


我们来研究相应于不同常数 a , 13 的运动.可以发现，由 G ⑷>0和 m ^ u ^ U 2 可 
知，/?不能完全自由，而应该满足不等式 -2. 如果0 = -2,则常数 a 只能等于 
零，相应于摆的竖直平衡位置 （It = 1即0 = 7T). 

函数 G ( u ) 有极大值点 


并且 


其中 


w 

u = u ^ = ^(/3 - \//? 2 + 12 ), 

G { u ^) = /(/?) - a 2 , 

r 

/⑹=占[(沪 + 12) 3/2 + 36/3 - /? 3 ]. 



( 21 ) 

1 
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对于实际运动必须满足 G ( u *)>0, 即 

( Ka 2 彡麟 (22) 

在图 140 中满足不等式 （22) 的参数 a ，/3 位于平面上非 
阴影区域或其边界上.该区域的上边界由方程 a 2 = /(/?) 

给出，它与0/3轴交于点（一 2 ,0)， 当 /3 — 00 时有渐近线 
a 2 = (3. 

为了对摆的运动分类，我们研究下面 3 种可能 情况： 

1) a = 0 .由 (14) 可知，在 p = 仰 = const 情况下，问题变为在平面 (p = <po 内 
的单摆运动.这个问题在第 93 小节-第 96 小节中已经详细讨论过. 

2) 0 < a 2 < 这种情况下角 0 在区间 02 ^ 01 内变 化. 在以悬挂点为中心 

半括为 Z 的球面上 ，6 = 6\ 和 0 = 02 画 出两个圆，分别位于平面 z = zi = I cos 9 \和 
z = Z2 = ZCOS 02 内.质点在平面 Z = Zi 和 Z = Z2 之间运动，交替地与两个平面相切 
(图 141). 

这时点的中间位置总是位于过悬挂点 O 的水平面下（图 134)， 即 Ui + U 2 < 0. 
为了证明这一点 ，令 （19) 的一阶系数等于零 ，得 

2(uiU 2 + + 乜 2 乜 3 ) = - 2 , 



图 140 


由此得 , 

1 + U\U2 

乜 3 =- : - • 

f U\ + U2 

因为 Us > 0, \ u \ U 2\ < 1,则立即得到 U \-\- U 2 < 0. 

由方程 （ I 4 ) 可见，角或者单调增加（如果 a > 0 )， 或者单调减少（如果 a < 0). 
图142画出了相应于图141的质点运动的轨迹在平面 Oxy 上的投影，这时平面 z = 
么 1 和 z =勿都位于悬挂点下面（取 a > 0). 这个投影交替地与半径为 pi = I sin 0\ 
和 p 2 = I sin 9 2 的圆相切，就像沿着半长轴绕水平轴向运动方向转动的椭圆运动 

一样 • 




图141 


图142 
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为了积分方程（17)，我们做变量替换 


u = u \ + ( u2 — u \) sin 2 v . 


(23) 


再由 （17) 和 （19) 得新变量的微分方程 


2 


V - = 2^0 (^3 - Wi)(l - fc 2 sin ^ v ), 


2 


其中 


k 2 


U 2 


U \ 


Us 


Ui 


(0< fc 2 彡 1). 


如果 it = txi 时刻取为初始时刻，则由 （24) 可得 




V 


du 


o 




fc 2 sin 


2 


F{v,k), 


CJ 


其中 F ( v , k ) 是第一类椭圆积分（见第 95 小节)，而 






U 3 


Ui 


2 


那么由 （23) 可知， 


u 


Ui + ( 乜 2 


ui)sn 


2 




(25) 


(26) 


因为椭圆函数 snT 的周期为 4 X ( fc ), 其中 K { k ) 是第二类全椭圆积分，故 sn 2 r 的周 
期小2倍，所以对于 T = 2 nK ( k ) 有 w = iti ， 对于 t = (2 n + l ) K ( k ) 有 u = U2(n = 
1，2,…）.于是角0在^和0 2 之间周期振动，其振动周期为 



2 y /2 K ( k ) 
^oV u s ~ u l 



当角0作为时间的函数求出后，由 （14) 通过一次积分可以求出 ip ( t ). 

3) a 2 = /03).在这种情况下多项式 G ( u ) 的根相同，且 iti = =以*， 

问题变为圆锥摆.角0在运动中是常数 ， 6 = 6*= arccosit * > 7 r /2. 质点沿着平 
面 z = z * = UosO ^ < 0内半径为 I sin (9* 的圆周运动，它在圆周上转动的时间为 
27 tv ^7^. 连接质点的杆画出以 （9 z 为对称轴的 圆锥. 


§3. 泊松括号与第一积分 


166 . 泊松括号 

达式 


设 W 和 t ； 是分1 ， … ，分 n ， Pl ， … , Pn , t 的二次连续可微函数，表 



du dv 

dpi dqi 


(i) 
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称为函数 it 和 t ； 的泊松括号. 

下面介绍泊松括号的基本性质.设是奶，… ， q n ， Pl , … ， PnJ 的二次连续 
可微函数，那么 

(1) ( u , v ) = -{ v , u ), 

(2) ( cu , v ) = c(Uj v ) (c = const ), 

(3) (u - hv , w ) = ( u , w ) + ( v , w ), 

⑷ = (瓷， v ) + ( 以，瓷)， 

(5) (( it , v ), w ) + (( v f w ), u ) + (( w , u ), v ) = 0. 

前 4 个性质可以直接利用泊松括号定义 （1> 得到，第5个性质称为泊松恒等式，其 
证明尽管不复杂，但是并不轻松.为了减少计算量，我们可以利用下面 事实： 恒等式 
(5) 左边的每个被加项都是二阶偏导数与2个一阶偏导数的乘积，所以为了证明该 
恒等式左边等于零，只需证明它不包含任何一个二阶导数，例如函数〃的二阶导数 
(因为 u , v,w 在恒等式⑻中对称出现). 

函数 u 的二阶导数可能出现在恒等式 （5) 的第1个和第3个被加项中，根据性 
质1和2可以将它们写成、 


(( u , v ), w ) + (( w , u ), v ) = ( w , ( v , u )) - ( v , ( w , u )). 

r 


现在不难直接计算验证，这个等式左边部分不包含函数 u 的任何二阶导数. 


167. 雅可比-泊松定理 

_ dH 

dt dpi 


设变量 quVi 满足哈密顿方程 


dpi 一 dH 

dt dqi 


(i = 1，2,…， n ). 


( 2 ) 


函数 m ， Pi ， t ) 是第一积分的充分必要条件是它沿着方程 （ 2 ) 的解曲线对时间的全 
导数恒等 于零： df/dt = 0. 我们将这个条件用泊松括号表示.沿着方程 （2) 的解曲 


d/ = 9/ y-/9/d^ dldpA = 9/ A 919H\ 

dt dt \dqi df dpi dt ) dt ^ \ dqi dpi dpi dqi) 


利用泊松括号记号 （1)，/ 是第一积分的充分必要条件为 

餐+ (/，的=0， 



于是有下面的著名定理:. 

定理（雅可比-泊松定理） 如果 A 和/2是⑶的第一积分，则它们的泊松括号 
(/ l ，/2) 也是第一积分 • 
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证明设 A 和/ 2 是第一积分，那么根据 （3) 有 


dfi 

dt 






0 , 


dh 

dt 


+ (/ 2 ,丑) 




需要证明的是 


谷 (/l ， ,2) 

dt 



((/i,/ 2 ),ff)=0. 


我们对该公式左边作变换.根据泊松括号的性质4有 


d ( fij 2 ) 

dt 


dh 

dt 




/i ， 


dh 

dt 


0, 


⑷ 


(5) 


如果将导数 W 況和 3/ 2 / 次用⑷作替换，然后利用泊松括号的性质1和2,得 


d(fuf2) 

at 




(( A , if ), h ) - ( A , (/ 2 , H )) = (( H , A ), f 2 ) + ((/ 2 , HI h ) 


代入等式 （5) 左边得 


((^,/ 1 ),/ 2 )+((/ 2 ,i/),/ 1 ) + ((/l,/ 2 ),ff). 

根据泊松括号的性质 5 上式恒等于零，雅可比-泊松定理得证. 口 

例1 (质点在给定 中心引 力下的运动）设 Oqwsqs 是固定笛卡儿坐标系，而 
II ( r ) 是引力势能，其中 r 2 = q \ + ql ^ ql 如果质点的质量取为1，则哈密顿函数 
为 

H = -(Pi +P2 +P!) + n(r). 

设 


fl = Q 2 P 3 - Q 3 P 2, h - QsPl -⑽ 3. 

容易验证， ( fuH ) = 0 和 （/2, 丑 ） = 0, 即八和/ 2 是第一积分，它们分别是质点对 
中心0的动量矩（因为力场有势，这个动量矩是定常的）在(9仍和轴上的投影. 
根据雅可比-泊松定理，函数 (/ i ,/ 2 ) 也是第一积分 



= qiP2 - Q2 Pi- 


这个第一积分是动量矩在0奶轴上的投影. 

雅可比-泊松定理似乎表明，总是可以根据2个已知的第一积分找到另一个第 
一 积分,然后再找一个，直到得到⑵的一般积分所需的第一积分数目.事实并非如 
此，实际上泊松括号经常或者是常数，或者是已知第一积分的函数. 

希望从2个已知的第一积分得到更多第一积分，甚至得到一般积分所需的全部 
第一积分，需要2个最初的第一积分中至少有一个可以刻画出给定问题的局部特征， 
能够完全反映该问题的物理本质：如果最初的第一积分都是由对所有系统都成立的 
动力学定理获得的，则一般不能有效地应用雅可比-泊松定理. 
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168. 正则变换的概念我们将哈密顿方程写成向量-矩阵形式 


dz 

~dt 

其中 z 是 2 n 维列向量，; z / = ( W )， 


=项， 

Q f =(分1，… ，9 n )， 


P f = (Pl ， … ， Pn); 



0 

En 

-E n 

0 



五 n 是 n 阶单位矩阵 ; 丑= H ( z , t ) 是哈密顿函数，凡是1 x 2 n 的行向量， 

H z = (H q ,H p ) = (H qi ， … ， Hq n , H P1 ， … ， H Pn ). 


容易发现， 

_ 



det J = 1. 



( 2 ) 


(3) 


求解⑴通常是非常困难的，所以要寻找简化研究运动的途径.例如，在§2中 
已经看到，存在一个循环坐标就可以使方程 （1) 降2阶，成功地选择广义坐标可以显 
著地简化对运动的研究，有时甚至完全没必要研究.这种情况在第165小节中分析 
球面摆运动时碰到过. 

设在相空间仍，… , g n , Pi , … ，& 的某个区域中，可逆的二次连续可微的变量变 
换 — Q ， P 以时间 f 为参数： 

Qi = Qi(Q,P,t), Pi = Pi{Q,P^) (« = 1,2, ••- ,n), ⑷ 

或者，引入记号 C，= (Q ，， P ， ) ， Q f = (Qir- ,Qn), P f = (Pir-,Pn\ 

C = C(M). ⑻ 


则用新变量写岀的方程 （1) 可能具有更简单的结构，其求解可能也比原方程简 
单，但是，用新变量写出的方程可能不是哈密顿方程.我们下面只研究不破坏哈密顿 
方程形式的变换（4)，这就是正则变换.下面给出正则变换的定义、正则性判据和寻 
找变换后方程的哈密顿函数的方法 ： 

正则变换的实际意义是为了倚化运动方程，在相空间中选择新的广义坐标使其 
比原广义坐标更方便地求解系统的运动.正则变换方法是研究哈密顿方程时广泛应 
用的有效方法. 
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设 M 是变换⑷的雅可比矩阵 


M 


dC 

dz 


dq 

aq \ 

dq 

dp. 

dP 

dP 

dq 

dp 


dQi . 

.dQi 

dQi 

. 

dqi 

里 ^ a 在 

^Qn 

處 處 a 

dpi 

• a 赢 義 

dpn 

A _ A _ 

WWW 争 

^Qn 

, WWW 

dQn 

■ ■ ■ • 

dQn 

W WWW 

dQn 

dqi 

^Qn 

dpi 

dpn 


^Qn 

dpi 

A 钃 ft _ 

dpn 

a A ft A 

镰攀 ■ 擎 

dP n • 
dqi 

w 攀 _ V 

dP n 

^Qn 

WWW V 

dPji . 
dpi 

擎零 V 

一 dfn. 

dpn 


如果存在常数 C # 0使雅可比矩阵 （6) 满足恒等式 


M f JM = cJ , 


⑹ 


⑺ 


其中矩阵 J 由等式 （2) 确定，则变换⑷称为正则 变换， 常数 c 称为正 则变换的价， 
如果 c = 1则变换称为单 价的. 

评注1满足 c = 1的恒等式 （7) 的矩阵 M 称为辛矩阵，如果在⑺中 c _ 1， 
则矩阵 M 称为广义辛矩阵（价为 c ). 因为4艮据 （3) 有 det J = 1,故4艮据行列式乘法 

定理由⑺可知 • 


detM = 士 c n , 


即广义辛矩阵是非退化的. 

评注2设在相空间中先后做2个正则 变换： 价为 d 的变换 Ci = CiOM ) 和价 
为 c 2 的变换 C2 = C 2 ( Ci ,^), 那么复合变换 C = C(z,t) = C2( Ci ( zM 也是正则变换， 

价等于 CiC 2 . 

事实上，根据条件 



M(JMi = 

= c\J^ Mi 

= dCi/dz 

和 

M f 2 JM 2 = 

C2J , M2 = 

= 9(^2/dCi 

所以有 

M = f z 

一 d《 2 dCi — 

~ 9 Ci dz 

: M 2 Mi , 

于是 





M f JM = ( M 2 Mi ) , J ( M 2 Mi ) = = M[c 2 JM 1 

== C^CiJ. 


根据正则变换定义 （7) 可知，上面结论正确. 
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进一步假设给定价为 C 的正则变换 C = 那么逆变换 Z = z(C t ) 也是正 

则变换，它的价等于 1/ c . 

事实上，将 （7) 两边左乘矩阵右乘矩阵 M - 1 得 

( 8 ) 

c 

考虑到矩阵转置和逆运算可交换得 

(9) 

C 

因为逆变换 z = z ( Ct ) 的雅可比矩阵是 M -\ 故逆变换是正则的并且价等于 1/ C . 

我们还可以发现，恒等变换弘 = 队 Pi=Pi (i = 1,2,…， n ) 显然是正则的，于 

是可知,所有正则变化构成群，单价正则变换构成子群. 


169. 正则变换判据 利用等式 （7) 容易验证变换 （4) 是否正则.我们再介绍某 
些正则性判据，它们与条件 （7) 等价，也可以作为变换 （4) 的正则性定义. 

首先引入拉格朗日括号概念并用这个术语给岀正则性判据.设给定 2 n 个关于 


x ， y 以及其它变量的函数 


(j = 1，2,…， n )， 那么这些函数的拉格朗日括号 


是指 



d(pj dipj 
dx dy 


d(Pj d 屮 j 

dy dx 


( 10 ) 


定理 如果取⑷的 Q h Pj 为 则⑷是正则变换的充分必要条件为 


[Qi^ Qk] = 0) = 0， [Qi^Pk t = (i，k = 1，2，*"，71)， (11) 


其中心是克罗尼克记号（当 i = fc 时5认 = 1，当 < _ fc 时 Sik = 0), c 是正则变换 
的价. J 


证明 直接验证就可以得到证明：事实上，等式⑺左边可以写成下面块矩阵形 


式 


M f JM 


dP 

Oq 


dP 

dq 




⑻， ， 

( I ?) If -( n ) I ? ( I ?) % 



dP 


dP 

dq 

dP 

dp 


/ dp 
) dp 


( 12 ) 


利用记号 （10) 计算该矩阵左上角的块矩阵 



dQ 



w 

3 


dQj dPj 

dqi dq k 


dQj dPj 
dqk dqi 


= life ) 9 fc ]||^ fc=i - 

i ， k=l 


类似地计算验证矩阵 （12) 的其它块矩阵可知，等式 （7) 可以写成 


Wh ^ k ]\\ l k= i \\[qu Pk ]\\ i ik= i 

t 

0 cE 

-\\[ q ^ Pk ]\\ lk=i llbi，Pfc 川 IU=i 


-cE 0 


(13) 


我们发现 （11) 和 （13) 等价，该定理得证. 


□ 
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下面介绍利用拉格朗日括号给出,的变换 （4) 为正则性的判据. 

定理变换⑷是正则变换的充分必要条件为变量 gi , … , qn , Pl , • • * , Pn 的函教 
Qj ，巧的 泊松括号满足 

(Qi^Qk) = o, ( Pi , Pk ) = 0, (Qi, Pfc ) = cdij (hk = l ，2，."， n ). (14) 

证明通过直接验证 （14) 和⑺等价来证明该定理•将⑻两边的矩阵求逆，根 
据⑶有，= 1 = — J ， 那么有 

I 

MJM f = cJ , (15) 


该方程与 （7) 等价.上式左边可以写成块矩阵 


MJM 


80 fdoY dQ fdQ\ f dQ ( 

a? - 赛 [ 责） dq [ 

\ d P J dp \ dq J 


dP 


dP 


dP 

dp 

dP 

dp 



dQ (dp\ 

^ P \^) 


dP 





计算该矩阵左上角的块矩阵 



dQj dQ k 

dqj dpj 


dQj dQ k 

dpj dqj 


= ll(Qi) Qk)\\i,k=l- 

i ， fc=l 


类似地计算验证矩阵 （16) 的其它块矩阵可知，等式 （15) 可以写成 

« 

muPkm ^ 

-\\(QuPk)\\l k=1 \\(Pu Pk)\\l k=1 

我们发现 （14) 和 （13) 等价，该定理 得证. □ 

这个正则性判 ig 就像卑义 （7) —样，可以按显式给岀的变换 （4) 来确定其是否 
正则.下面的正则性判据对#来建立正则变换理论非常重要. 

定理变换 （4) 是正则变换的充分必要条件为存在非零常数 C 使表达式 


0 cE 


—cE 0 


c 


n 


n 


^PkSqk 


E PkSQk 


fc=l 


fc=l 


(18) 


是某个函数 F { q ^ t ) 的全微分. 

这里全微分 W 和 (k = i ，2, • ， n ) 是对变量的运算，而 t 作为参数, 

证明只需证明 （18) 是全微分且与 （11) 等价.由⑷得 




SQk 



i=l 


dQk 

dqi 



+ 


dQk 

dpi 



(k = 1，2,…， n ). 
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将上式代入 （18) 并改变求和顺序得 


n 




(19) 


i=l 


其中引入了记号 


n 


A 


cpi 




1=1 


dQi, 


n 


Vi 






i 


dQi 

dpi 


{i = 1 , 2 , 


争## 


， n ) 


( 20 ) 


表达式 （19) 是全微分的条件是下面等式成立 


dXj 

dqk 


dX k 
"% 5 


dpk 


m 

dpi 


dXj 

dpk 


m 

dqi 


(之 fc = 1，2,…， n ). 


( 21 ) 


利用 （20) 直接计算可知， （21) 可以分别写成 


[ Qi ^ Qk ] = 0, \ puPk ] = 0, [ quPk ] = cS ik ( i,fc = 1,2, ••- , n ). 

因为这些等式与 （11) 相同,定理 得证. 口 

170. 正则变换下哈密顿方程的不变性 如果变换 （4) 是正则的，则用新变量写 
出的方程还是具有哈密顿形式，确切地说有下面 定理： 

定理 在正则变换 （4) 下任何哈密顿方程都变为哈密顿方程，新方程的哈密顿 

函数为 n(c ， t) : 

釜 = J7( (22) 

证明 事实上，由 （1) 和⑸有 


ft 


dC dz dC 


MJH ^ 


菩， 


又由于 



故考虑到恒等式 （15) 可以将等式 （23) 写成 


(23) 


dC 

dt 



(24) 


我们来证明，如果变换 （4) 是正则的，则 、 

d i= JW 'o (均 

其中 W 是变量的某个函数.事实上，在关系式⑶和⑹的基础上，由 （25) 得 
下面一系列 等式： 


⑵ ’ u， 




JM 


W c 


dC 

dz 


W z 
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即关系式 （25) 等价于 



其中 W 看作是变量 q ^ t 的函数.等式 （26) 的标量形式为 2 n 个关系式 


dw 

dqk 





(fc = 1，2,…， n)， 


(26) 


dW 

dpi 


n 



w 

3 


dPj dQj dPj dQj \ 

dpi dt dt dpi ) 





其中记号的引入只是为了书写简捷 . 和％是某个函数 W 对办 和仍的 

导数当且仅当 


d^ k _ d^i d^k _ d^i 
dqi dq k ’ dpi dp k 

直接验证可知，这些等式可以写成 


d^k 

dpi 


= d^i 

dqk 


(之 fc = 1，2,…， n ). 


d 


O^iQiyQk] = o , 


d 


g ^\ PiiPk ] 


0, 


0 




dt 


[ QuPk ] = 0 ( i，fc = 1，2, 


# # # 


， n ). 


因为⑷是正则变换，故等式 （11) 成立， 由此可推出 （27)， 进而得到 （25). 

于是方程（ 24 )可以写成 

f = 顺 ( + w). 

如果用 W 表示函数 C 丑+ W ， 则上面方程有哈密顿形式 



函数 W 是新的哈密顿函数，定理得证. □ 

下面给岀几个简单但在实际中非常重要的正则变换的例子.老哈密顿函数和新 
哈密顿函数分别用 i /( g ， p ， f ) 和 W ( Q , p , t ) 表示. 

例1恒等变换 


Qj = qj ， Pj = Pj (J = 1 ， 2, • • • ， n )， （28) 

这是单价正则变换 ， W = H ( Q , P , t ). 

例2变换 

Qj = Pj > Pj = Qj (J = 1 ， 2 , • • • ，几)， （ 29 ) 

这是价为 C = -1 的正则变换，它改变了广义坐标和广义冲量的作用 ， W = - H ( P , 

Q ， t ). 
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i 

例3变换 


Qj = a %， Pj = /3pj (j = 1， 2, …， n ; a = const , (3 = const ， a/3 # 0)， (30) 

这是正则变换， 

例 4 变换 


Qj = apj , Pj = ( 3 qj (j = 1,2, • • • , n ; a = const , (3 = const ， a /3 # 0)， (31) 

这是正则变换， 

例 2 和例 4 表明，在正则变换下广义坐标和广义冲量之间的区别消失了.使用 
称谓“冲量”和“坐标”纯粹是一种约定，所以对于变量对 Qi 和巧，“正则共轭变量”的 
名称更方便. 

例5相空间中坐标原点的平移 


Q = Q - f ( t ), P = p - g { t ) 

是单价正则变换.新史量 Q , P 满足哈密顿函数为 

W = H(Q /⑷， P + g ⑷， 0 + 古 • Q _ . P 

的微分方程. 

例6变换 


qj 




y/^Tj sin ( fj , 


Pj 


y/2r~j coscpj 





1，2,…， n ) 


(32) 


(33) 


(34) 


是单价正则变换，将平面笛卡儿坐标性质的正则共扼变量 qj , pj 变为极坐标性质的 
正则共扼变量 ipj.Tj 是“坐 标”， 。 是“ 冲量， ’)• 

如果老哈密顿函数为 

( 35 ) 

j=i 

则变量 ( fj , rj 的方程相应的哈密顿函数为 


n 


( 36 ) 
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例 7变换 


Qj 


Qj 


iPj 





Qj + ipj 





1，2,…， n ) 


(37) 


实现复共扼变换，其中 i 是虚数单位 （ i 2 


1), 这是价为 2 i 的正则变换，且 


H 


2 iH 


P + Q P 



2 


y 


2 i 


(38) 


例如，如果老哈密顿函数形式为 （35)， 则有 


71 


H 


^y^XjQjPj 


(39) 


171. 正则变换与运动过程 哈密顿方程描述的运动过程是非常重要的正则变 


换的例子. 


设哈密顿方程⑴在 t = 0时 Z ’ = z’Q = ( qoyPo ) y 那么向量函数 （ = C ( z 0, t ) 


(^(90, Po , Po , t )) 满足恒等式 


dC 

dt 


JH ^ 


(40) 


它给岀了相空间变换 QOiPo 



Q,P 


定理 哈密顿系统的运动给出的相空间变换是单价正则变换. 

证明需要证明雅可比矩阵 M = dC / dzo 满足 c = 1的恒等式 （7) ，即 








(41) 


为此要找到矩阵 M 和 M ' 满足的微分方程.将恒等式 （40) 两 边对知 微分得 


_d 9 C 

dt dzo 


JH 


CC 


dC _ 

dz Q ’ 


或者 


AM 

dt 


JH CC M 


(42) 


将等式两边转置并考虑到关系式 （3) 以及矩阵的对称性，有 


dM f 

dt 


M ， H^J， = 

考虑到 （42) 和 （43)， 计算矩阵 Af/JM 对时间的导数得 


(43) 


dt 


dM - JM + M ， J dM 


dt 


dt 




根据⑶有 J 2 = -五 2n ， 故 


dt 


M ' H^M - M f H cc M = 0, 


由此可知，矩阵 M f JM 是常数矩阵.又由于当 f = 0时该矩阵等于 J ， 所以对任意 

都有 （41) 成立.定理得证. 口 
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172. 保持相体积的刘维尔 定理设 Go 是相空间 qu …， qn . Pu …的某个 
区域.从其中的每个点910 ,… J QnOiPlO ^ * * * iPnO 为初始点“发出”的方程组⑴的一 * 
条轨迹.设 G * 是 f 时刻点 g = q ( q 0 , Po , t ), p = p ( qo , Po , t ) 的集合， Vb 是区域 G 0 的 
体积，而％是区域 G t 的体积. 、 

定理（刘维尔定理） 在哈 密顿系 统的运动过程中相体积保持不变， 即 对任意 t 

\ 

有 ％ = F 0 . 

证明 我们有等式 


% 





♦ 參# 



d^io • • • dg n odpio • • • dp n o 


參♦參 


G 0 


V t 





dqi 


# • • 


dq n dpi 




dp 


G t 


(44) 


在第 2 个积分中将变量 ^1 , ， Qn ， Pl ， . • • ，Pn 变换为 910, • • . ， QnOiPlOi * * * ， PnO, 根据 

数学分析课程可知， 


Vt = 


J - J |det M\dqio - - - dq n 0 dpi 0 - - - dp n0 , 
Go 


(45) 


其中（利用前小节记号 ） M = dC / dz 0 l 矩阵 M 满足 (41). 因为 det J = 1,故 
detM = ± l . 又6 = 0时 Af = E 2n , detM = det E 2n = +1. 由 M 的连续性可知， 

对任何 f 都有 detM = +1. 由 （44) 和 （45) 可知％ = 定理得证. □ 

173. 自由正则变换及其母函数 设变换 （4) 正则且在相空间的某个区域内满 
足条件 

det 爭关 0, (46) 


那么变换 （4) 称为自 由正则 变换. 

在条件 （46) 成立时利用等式 （4) 中前 n 个，可以用 q ， Q ， t 表示 p ， 那么表达式 
(18) 可以写成 


n n 

C PkSqk - ^2 PkSQk = SF ( q , p ( q , Q , t ), t ) = SS { q , Q , t ), (47) 

fc=l fc=l 

其中 S 是将 p 用 p ( g ， Q ， t ) 代替后的函数兄 

由等式 （47) 给岀关系式 

= cpi , = -Pi (i = l ，2，...， n )， （48) 

攀 

函数 i ? 称为自由正则变换⑷的母函数. 
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显然有下面命题及其逆命题成立：如果给定二次连续可微函数 S { q , Q,tynWL 
笋0,则在条件 


det 


d 2 s 


dQidq k 


n 


一 o 


i ， fc=l 


(49) 


下公式 （48) 给岀价为 C 的自由正则变换. 

在条件 （49) 下公式 （48) 可以写成⑷的形式.事实上，条件 （49) 说明 （48) 的 

前 n 个关系式对于仏可解， 解为 Qi = Qi ( q ^ t \ 代入 （48) 的后 n 个关系式得 

Pi = Pi(q,p,t). 

在第170小节中我们已得到方程 （24) 并证明了它可以写成哈密顿方程形式，我 
们利用母函数^来写岀这个方程.在方程 （24) 中丑是用新变量表示的哈密顿函数， 


而 


/5CV = ( dQ'jq.p, t) ap’(p ， g ， t) 

\dt) \ dt ’ dt 


(50) 


在 （48) 的前 n 个关系式中用 Q = Q { q , P , t ) 代替 Q , 结果这个等式成为对于老变量 
q ^ t 的恒等式.将该式对时间 t 微分得 


^ d 2 s dQ k d 2 s 

^ dqidQk dt dqidt 

k=l 


(i = 1 ， 2,… ， n). 


改变微分顺序并利用 （48) 的后 n 个关系式得 


dQk dPk 



d 2 S 

dtdqi 


= 0 



用向量-矩阵记号，该等式可以写成 


dcy dp 


dt 


dq 


+ 


d 2 s 

dtdq 


0, 


或者 


dQ f _ d^S_ dq_ 

dt dtdq dP 


d 

dP 


dS\ 

9 T ； 


进而，由 （48) 的后 n 个关系式给出 


dP ， 

dt 


d 2 S 

dQdt 


d 


dS 


dQ \dt 


由 （50)，(51) 和 （52) 得 


§ 



d_ds\ f 

dC dt 


于是方程 （24) 有 





cH + 


dS_ 

dt 


(51) 


(52) 


(53) 
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以及新哈密顿函数 


H 


CH + 


dS 


(54) 


其中丑和 S 应该用 Q ， P，t 表示. 

可见，如果给定母函数 S ( q , Q , t ) 和正则变换的价 c , 则新老变量之间的关系由 
(48) 确定，而相应于新变量 Q , P 的哈密顿函数由公式 （54) 计算.我们发现，在将方 
程 （1) 变换为新变量过程中需要的所有计算都不是对 2 n 个函数（4)，而是对2个函 


数 S 和丑，显然，这对于研究自由度 n 很大的具体问题是非常重要的. 


可以先给定新哈密顿函数的结构 n ( Q ， P , t ), 然后尝试选择母函数 S 使其满足 


等式 （54)， 考虑到公式 （48)， 该等式写成 


dS ( q , Q , t ) 

dt 


+ cH \ q , 



ds 


/ 



W I Q ， — 


ds 

dQ 


/ 



(55) 


例如可以做变换使某些（甚至全部）“坐标”仏 (i = 1,2,... , n ) 不包含在新哈密顿 
函数中.如果成功选择 S 满足方程（55)，则在所研究问题的新变量中存在循环坐标， 
可以使（见第164小节）方程降 2 fc 阶 （ fc 为循环坐标数).如果所有坐标都是循环坐 
标，则问题可以完全求解，这时有 W 运动方程用新变量写成 


dQi dH 


dt 


dPi 






dPi 

dt 


m 

dQi 


0 (i = 1 ， 2, 


_ 參 ♦ 


，吨 


如果 Qio.Pio & Qi，Pi 的初始值，则 

Qi = f Pi = Pio (i = 1,2, ••- , n ). 

Jo 

于是，我们有了简化运动方程的完全确定的方法，它给岀动力学方程 （1) 积分的新方 
法——寻找满足偏微分方程 （55) 的函数 

例1在第170小节中例1，3和5不是自由正则变换，它们的变量 g ， Q 是相关 
的，不能自由给定. 


例2在第170小节中其它例子是自由正则变换，并且对于变换 （29) 有 


n 



m V 

c = -1， S = — ^ ^ QjQj > 

j=i 

(56) 

对于变换 （31) 有 

n 



C = -a/3, s = - 0y^qjQj， 

j=l 

(57) 

对于变换 （34) 有 

^ fl 



1 

c = l ， S = 

J = 1 

(58) 
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对于变换 （37) 有 

c = 2 i ， S = — 2 qjQj + 2 ^?)* (59) 

j=i 

174. 其它类型的母函数 我们已经看到，不是所有的正则变换都是自由的，所 
以不是每个正则变换都可以利用母函数 S ( g y Q y t ) 给出.然而，可以变换到其它类型 
的母 函数. 例如设变换 （4) 满足 



8 P 

dp 


笋0, 


(60) 


那么由⑷的后 n 个可以将 p 用 q ， P ， t 表示，并可以得到正则变换⑷的母函数 
S u 该函数不依赖于 ( q ， Q , t ), 而是依赖于 （ g ， P ， t ). ① 事实上，我们将 （18) 改写为 


n n n n 

PkSqk - ^2 P k S Qk - ^2 QJPk+Yl ^ kSPk = l ) 

fc=l fc=l fc=l fc=l 


或者 



c 





^2 Q^sPk 



k=l 


k=l 




最后可以写成 

n n 

°Yl pkSqk + ^2 Q kSPk = (6i) 

k=l k=l 

其中用 & 表示函数 F + ELi QkPk . 并且在其变量中 Qfc 要用⑷的前 n 个表达 
式代替，然后变量 p 要用 （4) 的后 n 个等式得到的 p ( g , P , t ) 代替. 

由 （61) 可得 


95 i 


dSi 

dPi 



(z = 1,2, ••- , n ), 


就像自由正则变换一样可以得到变换后系统的哈密顿函数表达式 



dSx 

~ dt ' 




其中丑和34/況、应该用新变量写出.下面的命题及其逆命题 成立： 如果给定数 
c 一 0和二次连续可微函数 5 i ( g , P , t ), 该函数满足条件 


det 


d 2 S 1 

dqtdPk 



一 0, 

i ， fc=l 


(64) 


则公式 （62) 给岀价为 C 的正则变换，在条件 （64) 下公式 （62) 可以写成等式 （4) 的 
形式. 

①就是说，如果正则变换是自由的，则其母函数不一定是 ( g , Q , t ) 的函数孓例如不等式 (46) 和 
(60) 同时满足，则自由正则变换的母函数也可以是 ( q , P , t ) 的函数 A . 
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我们已经看到2种类型的母函数 S ( g ， Q ， t ) 和 S ^ P . t ), 这些函数经常用于 
动力学方程的积分（精确地或近似地).但是 g 和 P 不总是可以取为独立变量的. 
然而①， 如果给定 2 n 个独立变量 仍 ，仍的 2 n 个独立函数 Q U P U 则在 4 n 个变量 
QuPuquPi (i = l ，2，...， n ) 中总是可以选出 2 n 个独立的，使得母函数 f / 依赖于 
相应的变量 

91， … ，切，仍 +1 ， … ， Pn ， Ql ， … ， Qfc ， Pfc+l， …， Pn (/^O, fc ^ n ), (65) 


也可能依赖于时间（在选择的 2 n 个变量 （65) 中正则共轭变量 q ^ Pi 或者 QuPi 成 
对出现)，这时正则变量变换和新哈密顿函数由下面公式确定 





dU 

dqi " 

dU 

= m, 二 

9p g 

dU 



(66) 

1 ，…， Z 

• 

:; 夕 =/ + 1 ， 

…， n; j = 1，.. 

n = cH+^. 

at 

• ， a ：; 

/i = A: + 1 ， • • • ， n )， 

(67) 


例 



恒等变换 


Qj = qji p j = v 3 (j = 1,2, ••- ,n) 

由母函数 

n 

= Pj 

给出，这时 c = 1. 

例 2 对于变换 （30) 有 

c = a/3, 

例 3对于正则变换 （32) 有 

n 

c = 1 ， Si = 〉： ％ Pj + 〉 二 (gj (t)qj ~ f j (t)Pj)• 

j=i j=i 

例 4 设给定广义坐标的任意可微且可逆的变换 g — Q 如下 

♦ 

Qi = /i ( 分 1， • • • ， (i = 1 ， 2, • • • ， /1). 


3 


n 


Si 


a 




3 


n 


( 68 ) 


(69) 


(70) 


(71) 


在该变换中新变量只用老坐标（非冲量）表示，是常见的正则变换.事实上，如果令 

c = 1且 

n 

Si = (72) 

j=l 


①参见： raHTMaxep P. JleKUHH no aHajiHTHMecKOH MexaHHKe ， M.: Hayna, 1966. 
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则根据（62)，新老变量之间的关系为 


Pi = 




(i = 1，2, 


♦ ♦参 


， n ). 


例 5 我们来看上面例子的重要情形：变换到旋转坐标系.设 


(73) 


Q = Aq , (74) 

其中 A 是正交矩阵 （I = A - 1 )， 不一定是常数矩阵.通过直接计算不难验证，公式 
(74) 与变换 

P = Ap (75) 

确定了单价正则变换.据公式（72)，该变换相应的母函数为 


5 i = -P • Aq . 


(76) 


值得注意的是，广义冲量变换公式与广义坐标相同. 

新哈密顿函数 n ( Q , P , t ) 可以根据老哈密顿函数 H ( q , p ， t ) 按公式 （63) 计算 

H { Q , P , t )= H { A , Q , A , P , t )^ (77) 

如果 A 是常数矩阵，则 dSi/dt = 0. 如果 A 不是常数矩阵，则 


dSi 

~dt 


p 


dA 

dt 


Q 


p ^ a ~ iq 


(78) 


dA 


因为 A 是正交矩阵，故导数反对称（见第 24 小节).设 


dt 


dA 

dt 



0 

— 0；3 

UJ2 


0 

— UJ± 

—U)2 

^1 

0 


如果引入向量 U ； = (0；1，0；2，03)，贝 1 J 


dA 

dt 


A~ l Q = u ; x Q ， 


且公式 （78) 可以写成 


dS 

碡 

~di 


P • [ u ; x Q ] = u ; • [Q x P ]， 


于是可得相应于在旋转坐标系中运动的哈密顿函数: 


H 


H { A f Q , A r P , t ) + u ;-[ QxP ]. 


(79) 
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例6 (从笛卡儿坐标到极坐标的变换）设 



x — T cos V — T sin p ， 

(80) 

如果 c = 1， 而 

Si = p x r cos p + p y r sin w ， 


则由等式 



ds x 

< Pr = 分 = 

or 

. 95 i . 

p x cos ( p+py simp , — = - p x r sm </? + p y r cosip 

u(p 


求出 / 

Px : 

simp . cos(p 

— j ) f * cos (p Pip , Py — Pf * sin (p P < p ^ 

(81) 

公式 （80) 和 （81) 给出单价正则变换 x ， y ， p x ， p y — r ,( pucp . 例如 



H ~ 2 m + n (\ A 2 + 2/ 2 )， 

(82) 

则 

H ~ 2 m ( Pr + r 2 〜 ） +II ( r ). 

(83) 


例7 (从笛卡儿坐标到球坐标的变换）设 


x = rsin 6 cos </?， y = r sin 0 sin p ， 




r cos 0， 


(84) 


如果 c 




1，而 


则由等式 


求出 






p x r sin 6 cos(p + p y r sin 0 sin </? + p z r cos 0， 


Pr 


dS x 

i ， 




dSi 

d(p 


， P9 


dS ] 

~de 


Px 




sin 0 cos ipp 


r 


simp 
rsin 9 


P<p + 


cos 6 cos(p 


r 


P9 


Py 


sin 9 sin ( pp r + -^^ P<p + 


cosO sin p 


rsin 6 


r 


Pe, 


Pz 


COS 9 p r 


sin 0 


r 


P9 


(85) 


公式 （84) 和 （85) 给出单价正则变换 x , y , z , p x , p yi p z r . tp . O . pr . p ^. pe ^ 例如对于 


H 


2 m 


{pl+pl + pl)^- n(vx 2 + y 2 + z 2 )， 


( 86 ) 



H 


2 m 


(Pi 




r 2 sin 2 





r 2 


)+ n(r) 


(87) 
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例8设给定广义冲量的某个可微可逆变换’ 

Pi = gi ( Pi , P2 , … ， Pn ， i) (i = l ，2，-"， n )， det 黑爹0, 

公式 （88) 给出了新老广义冲量（非广义坐标）之间的关系. 

令 C = 1，而 

n 

- Sl = y^ qk9k{PuP2,-' ， Pn ， 0 ， 

fc=l 


那么由公式 (62) 求出 



n 




k=l 


dgk 

dPi 


(i = 1，2, • • • ， Ti ). 


( 88 ) 


(89) 


(90) 


这是对于 qi , q 2 , …， q n 的线性非齐次方程组，其系数行列式是 （88) 的雅可比行列式. 
因为该行列式不等于零，故方程组 （90) 唯一确定 qn." 作为 Q ， P，t 的函数: 

Qi = 九 i ( Ql ， Q2 , … ， Qn ， Pl ， P2 , … ， Pn ， 亡）= 1,2, ••- , n ). (91) 


公式 （88) 和 （91) 给出了单价正则变换. 


§5. 运动方程积分的雅可比方法 


175. 哈密顿-雅可比方程 芷则变换理论提供了积分正则方程 


dqj 

dt 


dH 

dVi 


dp 


% 


dt 


dH 

dqi 


(i = 1，2,…， n ) 


⑴ 


的雅可比方法.如果对该方程进行下面单价自由正则变换 


ds 

dqi 


dS 


Pi 


dQ 




Pi 





1，2, 




，几)， 


•( 2 ) 


% 


其中母函数 S 的自变量为 qi ，…， 恥从， …， Qn ， t , 则根据第 173 小节，方程⑴变 



dQ 


% 


dt 


8 H 

dPi 


dt 


8 H 

dQi 


l 


1，2,… ， n )， 


⑻ 


其中新哈密顿函数 W 由下式确定 


H 


H { q u p u t ) 



dS{qi,Qi,t) 

dt 


⑷ 


该等式右边部分（计算偏导数 dS/dt 之后）的 q uPi 应该借助方程⑶用 QuPi 表示. 

如果选择函数 s 使 w = 0,则方程⑶可以立即积分岀来 


Qi = Oii, Pi = (3i (i = 1,2, ••- ,n), 


⑸ 
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其中是任意常数.如果函数 *5 满足第173小节的 (49), 则由 （2) 可以求出原 
变量随时间和 2 n 个常数的变化 规律： 

Qi = Oij ， / 3j )， Pi = Pi{t^ OLj ， 0j). ( 6 ) 


根据 （2) 和 （4)， 函数 S 应满足方程 


dS 

dt 


+ H 



dS 

dqi 




⑺ 


这个偏微分方程称为哈 密顿-雅可比方程， 其中 S 是奶，…的函数，而 Qi ， …， 

Qn 看作参数. 

偏微分方程的通解依赖于任意函数，这个解称为该方程的一般积分.然而，在求 
解力学问题中有用的不是一般积分，而是方程⑺的全积分.方程⑺的全积分是指 
其依赖于 n 个任意常数 q ： i , q ：2, ••- , a n 的解 S ( qi , ai , t ), 并且满足 

C 71 

det o o_ 笋 0. (8) 


于是我们得到下面的以研究方程⑺为基础的求解动力学方程 （1) 的 方法: 


定理（雅可比定理） 如果函数 Siqua ^ t ) 是哈密顿-雅可比方程 （7) 的包含 n 
个任意常数 ai , a 2 ,-** 的全积分，则方程⑴的解 （6) 由下面关系式给出 


3S_ 

dqi 



dS_ 

doti 


=-Pi (i = l ， 2, … 



⑼ 


其中 A 是任意 常数. 

4 

雅可比定理将常微分方程 （1) 的求解转化为寻找偏微分方程 （7) 的全积分，后 
者显然不比前者简单，甚至更复杂.但是雅可比方法在目前求方程 （1) 的精确解的 
方法中还是十分有效的，也是近似求解正则方程的最有效的方法之一. 

不存在寻找哈密顿-雅可比方程 （7) 全积分的一般方法.下面只给出某些寻找全 
积分的特殊方法. 

(> 

176. 含循环坐标系统的哈密顿-雅可比方程设 办 +1 ， … ，<ln 是循环坐标 ，那 

么有 

H = 丑 ( 仍 ， • • • ，你， Pi ， . ， • ， Pfc ， Pfc+l，• • • ， Pn ， 0 ， 


方程 （7) 全积分为 


S = Oik-\-lQk-\-l + • • • + OL n (l n ~h S ( 分 1， • • • ，分 fc ， Q ： i，• • • ， Q ： fc ， t). 

将 （10) 代入⑺可得义的方程 


dS * 

dt 



dS* 

dqk 


Qfc + i ，• • • 




( 10 ) 


( 11 ) 


于是，寻找方程⑺全积分变为研究方程（11)， 其中义 依赖于 fc + 1 个变量，而不是 
n + 1个，即减少的独立变童数等于循环坐标数. 
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177. 保守系统和广义保守系统的哈密顿-雅可比方程 设哈密顿函数不显含时 

间： 

H = H(qi, … ， gn ， Pl ，...， Pn )， 

那么存在广义能量积分 if = / i ， 其中 ft 是任意常数.在方程 （7) 中令 


S = 一 ht 

雩 

其中函数 V 不显含 t ， 它满足方程 



( 12 ) 



该方程就是保守系统和广义保守系统的哈密顿-雅可比方程.由 （13) 求出 F = 
V (qi, - • - ，如， o ： i ， …, a n -i, h), 其中 o ： i ， …, Oi n - i 是独立于 / i 的任意 常数. 由 （12) 

有 


S = —ht + V (奶， • • • ， 9 n ， Oil , • • • ， Otn-h h). 


(14) 


如果函数 S 满足条件 (8) ( a n = /0,则 （14) 是哈密顿-雅可比方程⑺的全积分，等 
式⑼给出关系式 


dV 

dqi 


= Pi 



dv 

doti 






1，2, 


參 « 


•，n 



(15) 


dV 

dh 



(16) 


其中仇，…， /? n 是任意常数 • 

(15) 中的后 n - 1 个是几何关 系式： 它们给出 n 维坐标空间中的轨迹，它们和 （16) 
一 起给岀沿着轨迹运动的规律 .（15) 中的前 n 个关系式确定冲量仍 （i = 1，2, •…， n ). 


178. 哈密顿特征函数 等式 （14) 右边的函数 V 称 为哈密顿特征函数， 该函数 
满足（13)，在第177小节中作为母函数 S 的不显含时间的部分而引入，母函数 S 给 
岀的自由正则变换将保守或广义保守系统的哈密顿函数丑 (仍，•…， 如， 仍 ，…， Pn ) 变 

为函数 W = 0. 

函数丑 (仍 ，… , Qn ^ cni , …， a n _ i ， h ) 可以看作某个正则变换的母函数，这个变换 

的性质与函数 S 给出的变换性质不同.我们研究单价正则变换：新冲量巧等于常 
数 o：i (i = 1,2, ••- , n ), 并且 a n = / i . 设相应的母函数是 V ^ gi ， …， g n ， i \， •…， P n - i ， 

P n ). 根据第 174 小节新老变量之间的关系为 

dV dV dV 

Pi = Wi ，n ( 17) 


由 H = h = a n 可得 



91 ， … iQn 


dV 

dqi 
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该方程与 （13) —致.又由于 F 不显含 t ， 由第174小节的 （63) 可得新哈密顿函数 


H = P n - (18) 

因此，哈密顿特征函数给出的正则变换，使哈密顿函数 H ( qi ，… y q ny p ir - , Pn ) 变换 
为新广义坐标 Qi (i = l,2,-..,n) 都是循环坐标的形式. 


对新变量有 


dPi 

dt 


m 




dQi 

dQi 



= 0 卜 = 1，2,…， n )， 


_ m 

= dPi 


6in ， 


(19) 

( 20 ) 


其中‘ 是克罗尼克记号.所以利用 （17) 相应于公式（15)， （16) 求得： 

= ai = const , Qi = — f 3 i = const (i = 1 ， 2, . • • ， n — 1)， 


Pfi = /i = const ， fi ~t /3几 —- const • 

评注 3 在哈密顿特征函数中，新冲量％的选择在一定程度上是任 意的. 一般 
来说常数 a !,-- - , a n _! 没有确定的物理意义，只是在寻找哈密顿-雅可比方程的全积 
分过程中的一组常数. 

’我们对冲量的，…， a n 做任意可微可逆变换叫，…，％ — <，•••，<: 

= 夕 1 «，…，<)，••• ,ol u = %«••• , a *) ( 21 ) 

可以对冲量变换 （21) 进行所有共扼变量的单价正则变换 Qi,oti Qt , al (i = 
1，2，...， n )， 为此只需取母函数为（见第 17 4 小节中的例 8 ) 


n 


Si 




y^Qkgkjo^ii …， o ： 


* 


fc=l 


哈密顿函数用新变量写成 

^ W = ^nK，. •.,<). (22) 

新冲量 < 的优点是它们可以与问题的物理本质相联系•在§6中将介绍一种特殊的 
代替％的新冲量选择. 

179. 分离变置 利用分离变量可以找到哈密顿-雅可比方程 （7) 的全积分.分 
离变量方法是将方程 （7) 的解写成函数和的形式，每个被加函数只依赖于变量 
仍 ，…，如中的一个和时间（当然，还有任意常数》 


S = So(t) + Si(qi^t) + 5^(92, 亡 ）+ • • • + S n (q ni t). 


(23) 
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遗憾的是，对于一般的哈密顿函数，不存在一个简单的准则来讨论方程 <7)中变量分 
离的可 能性' 下面只介绍对于保守系统或广义保守系统分离变量的2种简单 情况: 

1.设 


丑=丑(/1(仍，仍)，… ，/ n (〜， Pn ))， （24) 


即哈密顿函数依赖于 n 个函数 / i ， 而每个函数 / i 只依赖于一对“自己的”正则共辄 
变量 Qi , Pi . 假设 


dfi 

dpi 




(i = 1，2,…， n )， 


(25) 


哈密顿-雅可比方程 （13) 写成 



令 



= OLi (i = 1，2,… ， n )， 


在条件 （25) 下从等式 （27) 可以解出 


dV 

dqt 


= 叫)， 


那么 


而函数 



是哈密顿-雅可比方程⑺的解.在 （29) 中 ft 是任意常数叫，… 


a n 的函数: 


(27) 



(29) 


h 


H ( a u 


a 



(30) 


因为 


d 2 S 




dgi 

da k 


( i，fc = l ，2，."， n )， 


根据 （27) 和 （28) 有 


dgi 

da k 


dfi/dpk 


Sik 


(31) 


故条件 （8) 可以写成 


n 0 

"T ^9i 

dou 



# 0, 


i=l 


①对这个问题的研究参见： HpoB-HpoBow M. C. 06 HHTerpHpoBaHHH ypaBHeHHH raMHJibTOHa 
# 

Hko6h MeTO^OM pa3^ejieHMH nepeMeHHbix // IIMM, 1963 ， T. 27, Bbin. 6 ， C. 973-987. 
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并且是显然成立的.于是，函数 （29) 是方程⑺的全积分. 

2. 设函数 ff 表示为“函数的函数”，其中函数 / i 依赖于前一个函数 / i - i 和“自 


己的”正则共辄变量对 Qi . Pi ： 


H 


fn(fn—l ， Qn^Pn)^ 


fn—1 




fn—l{fn—2, Qn—liPn—l) 


等等，即哈密顿函数为 

H = / n {- • •/3{/2[/1(仍，；>1)，分2,2>2]，奶，；>3}， … ，9 n ， Pn }. (32) 


假设 


dfi 

dpi 


一 0 


(i = 1，2, • • • ， 71)， 


为了得到方程 （13) 的解，令 


A 








在条件 （33) 下，从这些等式可以解岀 


0V 

dqi 




dV 

dq2 


夕2(办，0；1，0!2)， 


(33) 


函数 


dV 

dq n 




QniSlni 1 ， ^n)* 


S = —OL n t + 





(34) 


是哈密顿-雅可比方程 （7) 的解.容易验证，不等式⑻在条件 （33) 下成立，所以函 
数 （34) 是方程 （7) 的全 积分. 

以上介绍了非常特殊的情况，特殊的哈密顿函数结构使得存在建立哈密顿-雅可 
比方程一般积分的一般方法.但是可以发现，上面的分离变量方法可以应用于重要 
的力学问题，如谐振子问题、物理摆运动问题、二体问题、重刚体定点运动的拉格朗 
日情况等等. 

下面介绍几个例子. 

例1 (质点在地球表面上方的竖直自由降落）设 Og 軸竖直向上， m 为质点的 
质量，则 
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H 


2 m 


P 


2 


mgq, 


其中 p 是相应于广义坐标 g 的冲量，夕是重力加速度 


如果 


2 m 


P 


mgq 


h 



则 


P 


yj 2 m{a ^ mgq ) , 


哈密顿-雅可比方程 


3 S 



2 m 


95 

dq 


2 


mgq 


0 


的全积分写成 


S 


at + j y /2 m{a -f mgq ) dq . 


相应于公式 （9) 有 


dS 


P ， 


dS _ 

da 



这些关系式的第 1 个给出等式（35)，由第2个可得 


(35) 

(36) 


-t + 


m f dq 

v 2 y V a + m 9Q 



或者 


t + 



2 y/a + mgq 

^ 9 



任意常数 a ，/3 由初始条件确定.设 t = 0 时 g = 0, 4 = 0，那么由（35)， （36) 和等式 
p = mq 可得 a = /3 = 0 以及 


Q 


9 t 2 


2 


p = mgt . 


例2 (支撑于水平面和竖直墙上杆的运动）设长为 2 Z 质量为 m 的均匀细杆在 
均匀重力场中运动，杆的下端沿着光滑水平面移动，而上端在运动中沿着光滑竖直轴 


OZ (S 143)，求该问题的哈密顿-雅可比方程的全 积分. 

设仍是杆在平面上投影与 OX 轴的夹角，而仍是杆与竖直方向的夹角， 
与杆固连的坐标系 Gxyz 的各坐标轴为中心惯性主轴，且 Gy 轴位于杆与 OZ 构成 
的平面内.杆的动能和势能为 


1 1 

T = - ( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ) + - mvQ , II = mgl cos q2 , 

△ 

其中是杆对 Gx , Gy , Gz 轴的惯性矩 ，而 p , q,r 是杆的角速度在 Gx ， Gy，Gz 
轴上的投影，阳是杆质心的速度， p 是重力加速度. 

对于细杆有 A = B = ^ ml 2 , C = 0.又 

o 
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V 


Q 2 


Q 


qi sm q 2 , 



l 2 (sin 2 q2ql^ql), 


故 


2 


T = ^mZ 2 (sin 2 q 2 q\ + ql) 


利用拉格朗日函數 L 


T 


n 求得广义冲量 


pi 


dqi 


4 

3 


ml 2 sin 2 q2qi 



P 2 


dL 

dq 2 


4 

3 


ml 2 q2 


因为系统是保守的，哈密顿函数为 ff = r + n , 可以写成下面形式 


H 


3 



Sml 2 


sin 2 q 2 


+ P2 ) + rngl cos q 2 


令 


3 


Pi 


Oil , 


Sml 2 


4 


sin 2 q 2 


+ p !) 


+ mgl cos q2 


OL 2^ 


那么哈密顿-雅可比方程的全积分为 


S 




a2t + ai^i 





8 ml 2 


( a 2 


mgl cos 奶 ) 



sin 2 q2 


d ^2 


180. 哈密顿系统完全可积的刘维尔定理 在第 163 小节中利用乘子理论已经 
证明，对于方程 


dqj dH 

dt dpi ’ 


_ dH 

dt dqi 


(i = 1 ， 2 ， ... ， n )， 


(37) 


其中丑 = H { q uVu tl 建立其一般积分只需找到 2 n - 1个第一积分,构造第 2 n 个积 
分可以使问题完全解出.在第 175 小节-第 179 小节中叙述的积分方程 （37) 的雅可 
比方法给出了更强的 结果: 在很多情况下完全解岀方程 （37) 只需知道它的 n 个第一 

积分. 

对于奶， … i ， Pl ，". ,Pn，t 的函数 Wl ， U 2, …，叫，如果所有怕松括号 ( u U Uk ) ( i , 

fc = 1, 2, …， /) 都恒等于零,则称这些函数相互对合或者构成对合系统. 

定理（刘维尔定理） 设方程 （37) 的 n 个第一积分 


,Pn,t) = ai = const (i = 1 ， 2, • • • ， n) 


(38) 
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相互对合，即 


(frJs) 




0 = 1,2,…， n ), 


(39) 


并且 


d(fl ， … ， fn) 


d(pu 


， Pn) 


一 0, 


(40) 


那么方程 （37) 可以完全求解. 


证明首先我们可以发现,在条件 （40) 下从方程 （38) 可以解出广义冲量 


Pi 


外(奶， • • • i ， a i ， •…， a 


n ， 



(i = 1，2, … ， n ). 


(41) 


我们将证明，在定理条件下有 


d(fi 

dqk 


d(pk 

dqi 


(i，fc f 1,2,… ， n) 


(42) 


在方程 08) 中将 a 代替为 （41) 中的外，然后将得到的第 r 个恒等式对&微 


分得 


dfr 

dqi 


n 




k 


dfr d(p k 

dpk dqi 


0 


在该式两边乘以 dfs / dpi 然后对 i 求和得 


n 



i=l 


dfr dfs 

dqi dpi 


n 


n 



EE 

i=l k=l 


dfr dfs dip k 

dpk dpi dqi 


0 ( r ,5 = 1,2, ••- , n ) 


(43) 


类似地，在方程 （38) 中将第 r 个恒等式对办微分（当仍=的时）然后对 fc 求和得 


9 f r dfs 

dpk dq k 


n 


n 




k=l 


EE 

k = l i=l 


dfr dfs d(fii 

dpk dpi dq k 


0 


如果将上式第一个求和中的下标 fc 换成 i 并在第二个求和中改变求和顺序，则得 


n 



i=l 


dfr dfs 

dpi dqi 


n 


n 



EE 

i=l k=l 


dfr dfs difi 

dpk dpi dq k 




0 ( r , 5 = 1,2, ••- , n ) 


(44) 


将等式 （43) 和 （44) 逐项相减,并考虑到条件 （39) 得 


n 


EE 

i=l fc=l 


^ dfr dfs (difi dip k 


dpk dpi V dq k dqi 


0 (r*，s = 1 ， 2,… ， n) 


(45) 


从这些关系式中取 n 个相应于某个固定值 r 的部分,写成 


n 



dfs 

dpi 


Xi 




0 





1，2, 


# • # 


，几)， 


(46) 
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其中 


JL 

在条件 （40) 下方程 （46) 只有平凡解，即 


n 


Xi 



u 


dfr (dipi difk 

dpk V dq k dqi 


k 


^9 fr 

dpk 



dfi 

dqk 


d(pk 

dqi 




0 ( i,r = 1,2, • • • , n ) 


(47) 


从这些关系式中取 n 个相应于某个固定值 i 的部分，完全类似地可以证明，所有在 
(47) 的圆括号内的表达式都等于零，即等式 （42) 成立. 

利用 （41), 将 （37) 中的哈密顿函数中的代以外后表示为 iT , 我们将证明 


dtp 

~di 


dir 

dqi 


(< = 1，2,…， n ) 


(48) 


由 （37)，(41) 和 （42) 有 


dH dpi d(fi 


dqi 


dt 


dt 


于是有 


d(fj 

^dt 


d(pi 

dt 

丄 d(fi dqj 

j=i J 

9 (pi 

"dt + 

dH 

+ dH d(pj 一 

d Pj % 一 

dH * 

_ 

dqi 

dqi 


w 

3 


^ d^dH 

dqi dpj 


于是 （48) 得证. 

设 S 是奶, 


和常数勿，…， a n 的函数，满足 


55 

dqi 


的， 


as 

'at 


H \ 


(49) 


等式 （42) 和 （48) 是这个函数 S 存在的充分必要条件.由数学分析可知，只需积分即 
计算已知函数的积分.就可以找到这样的函数 5. 

等式 （49) 表明，函数 S 满足相应于系统 （37) 的哈密顿-雅可比方程，我们将证 
明 S 是该方程的全积分,为此只需验证不等式 （8) 成立.利用 （49) 的前 n 个 等式, 


该不等式写成 



d(pi 

da k 


一 0, 

i ,/ c=l 


(50) 


这个不等式是方程 （41) 对 叫 ，…，可解的充分必要条件 . （41) 等价于原积分 （38), 
而该积分在得到 （41) 时已经解出了 a l5 ... , a n , 于是不等式 （50) 成立 , S 是全积分. 

当已知全积分 S 时,利用关系式⑼就完成了方程 （37) 的求解. 

可以发现，远不是每个方程 （37) 都可以完全求解的，通常无法找到足够数量的 
第一积分.这不是因为找第一积分在技术上复杂，而是因为存在原理性的原因得不 


到可积性①. 


□ 


①对 这个问题的详细陈述参见： Ko3Jiob B. B. PlHTerpHpyeMOCTb h HeHHTerpHpyeMOCTb b 
raMHJibTOHOBOH MexaHHKe // YMH, 1983 ， T. 38, Btin. 1 ， C. 3-67. 


• 262 . 


第十一章动力学方程的积分 


[181】 


§6. 作用-角变量 


181.单自由度情况 我们继续研究在第177小节-第179小节开始研究的关于 
保守和广义保守系统的几个问题.我们研究下面周期运动的系统，对这样的系统，德 
洛内提岀了在第178小节的哈密顿特征函数中特殊的定常冲量％ (i = 1 , 2 ,... , n ) 
的选择.这些新冲量是在寻找哈密顿-雅可比方程全积分时出现的叫的 n 个独立函 
数,称为作用（准确定义见下面)，下面经常用 A 表示,它们的正则共轭坐标斯称为 
角变量.用作用-角变量描述具有周期性的运动非常方便，在摄动理论中有广泛的应 
用 • 

为了理解德洛内方法的本质,我们从单自由度情况开始.对于单自由度系统，相 
空间是二维平面周期运动只可能有2种 类型： 

在第1种类型运动中函数 q(t\p(t) 是同周期的.运动的映射点在相平面内画出 
封闭曲线，这是振动情况.在第93小节-第96小节中 i 寸论的单摆振动就是一个例子， 
该运动在图94中对应着包围中心型奇点的封闭曲线. 

在第2种类型运动中 g ⑷不是周期的，但当它增大或减少如时,系统构形不变. 
相曲线 p = 是非封闭的，对变量有周期如.第2种类型的周期运动称为转动, 
最简单的例子是刚体定轴转动,坐标 g 是刚体转角,它改变如= 2 tt 而不改变刚体的 
位置.在图94中转动情况对应于分界线上下的非封闭相曲线. 

设丑== H(q ， p) 是单自由度系统的哈密顿函数，并且 dH/dp ^ 0,那么根据第 
177小节-第179小节哈密顿特征函数为 F = V(q,a), 其中 a = h 是积分丑= ft 的 
积分常数.由第178小节的公式 （17) 有 


dV 

= 瓦. 


( 1 ) 


为代替 a 我们引入 




其中积分沿着9的变化周期（振动或转动,要看方程 H ( q , p ) = h 确定的相曲线 )，I 
称为作用变量.由 （2) 可知, J 在振动情况下等于封闭相曲线内的面积除以 2 tt , 在转 
动情况下等于相曲线与 g 轴上长度为如的线段之间的面积除以 27 T . 


将⑴代入 （2) 得 



(3) 


即/ = /( a ). 在条件 di/da / 0下由 (3) 得 a = a (/), 于是得到新哈密顿函数 
H = a(I) (见第178小 节). 引入作用-角变量的单价正则变换 — w，I 的母函数 
是的函数 F = 角变量 w 由下面等式确定 



(4) 
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于是,引入单自由度哈密顿系统的作用-角变量有如下 步骤： 由方程 


h 


求出函数 


V 


p(q，h), 然后计算变量 J 得 ft 的 函数: 



2 tt 



P(q, h)dq; 


⑸ 


求函数 J = J ⑻的反函数得 /i = h(I), 给出变换 (/,p 的母函数为 


V(qJ) 



P(q, h(I))dq\ 


⑹ 


隐变换 


Q,P 


— ¥ 


w，I 由下面公式给出 


V 


dv 

dq 


w 


dV 


⑺ 


新哈密顿函数为 


H 


W ⑺ 






⑻ 


用作用-角变量写成的运动方程为 


d / 


m 

dw 


0, 


dw 


m 

U 




o ; ⑺， 


⑼ 


由此可得 



Io 


const , w = uj(Io)t + wo. 


( 10 ) 


a ; 称为周期运动的频率.求 a ; 的过程只需要积分和求解某些变量. 

可以发现，当坐标 g 变化一个周期（振动或转动情况)，角变量增加 2 tt . 事实上, 
用 Aw 表示‘在 g 的一个周期内的增量，考虑到 （4) 有 


Aw 



dw 

dq 


dg 



d 2 V 

dld~q 


dq 


将对 J 的导数移到积分号前面,注意到⑶有 


Aw 


d 



dv 


dIJ dq 


dg 


d 

di 


(2 ttJ ) 


2tt. 


这就可以理解为什么称 w 为角变量.在一个周期内 w 改变 2 tt ， 与刚体定轴转 
动完全类似（频率 a ; 类似于角速度, w 类似于转角）. 

例1 (刚体定轴转动）假设没有外力矩，4是刚体对转动轴的惯性矩， p 是转 
角，则 


T = n = 0; = A(f, H 



2A 


设 0 > 0, 由方程 II = h 求得以= y 2 Ah ^ 于是 



2 丌 



p<pd(p 


V2Ah 


2 丌 



2 tt 


d(p 


V2Ah 


o 
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V 



Ptpd(p = lip ， 


dV 


w 


di 


a 


p<p 


dV 

dip 


I 


H 


p 

2A 1 


UJ 


m 

a 7 



A 


例 2 (频率为 o ; 的谐振子）哈密顿函数取为 


H = ^(Q 2 +P 2 ). 


由方程丑= ft 得 P 


士 



2 h 


U ) 


q 2 . 如果在等式 





2ir 





的右边做变换 g = y/ 2 h/u) sinx , 则得 



h 


丌 u ; 



27T 


cos 2 xdx 


h 


U ) 



H 


U ) I . 


变换 gsp 


— > 


wj 的母函数为 


V 


土 



2 h 




U ) 


q 2 dq 




土 




I 


q 2 dq 


由公式⑺得引入作用-角变量的变换 


Q 


V^Isinw^ 


V 


y/ 2 I cos 忉. 


( 11 ) 


变换 （11) 在第 170 小节的例6已经见过. 

182. 单摆运动问题的作用-角变置 单摆运动问题在第93小节-第96小节中 

% 

已经详细讨论过.改变一些记号将单摆 运动徼 分方 程写成 


2 


々 + a ；5 sin q 


0. 



这个二阶方程也可以写成哈密顿函数为 



2 


Cc；o cos g 


( 13 ) 


的两个一阶微分方程. 

为了引入作用-角变量,要分别考虑振动和转动2种情况. 

1 
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在振动情况下，积分丑=/ I 的积分常数满足不等式 - W < h < 0；§•设/3是振 


幅,如果 fci = sin 贝!1 


h 




2o；ofci — UJqj 


而作用 J 的计算公式为 



2[「_ = 




其中 


V 


2 o ; 0 ] Jki ~ sin 2 


引入变量 4 来代替 g 


-0 = axcsin ( sin ^ , 

K\ Zi / 


表达式 （15) 可以改写成 




7T 



7T 

2 


k \ cos 


2 



0 



k \ sin 


2 


dip 



8 u；o 


7T 



7T 

2 


o 



kf sin 2 ipdip 



k H 


7T 

2 


d 0 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 



k\ sin 2 ^ 




Sluq 


7T 


[五 ( fcl ) — （1 _ fcl ) i ^( fcl )], 


(19) 


其中尺和五分别是第一类和第二类全椭圆积分 • 


等式 （19) 确定了 h 的函数 L 将它的两边对幻微分,考虑到第95小节的公式 


(21), 得 


31 

dki 


Sujq 


7T 




( 20 ) 


di 


可见 / 0, 因此根据隐函数定理,等式 （19) 对幻可解，并且函数幻对 J 的导数 


dk 



dk ^ 

'di 


7T 


8u ； okiK(ki) 


( 21 ) 


新哈密顿函数 W 只依赖于由 （14) 和 （19) 确定,去掉不重要的常数 


UJ 


2 


得 


H 


2 uj^ki ， 


( 22 ) 


其中幻=⑺是 /( fci ) 的反函数，由 （ I 9 ) 确定. 
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由 （21) 和 （22) 求得振动频率 


山1 


m 


TTUJo 


dH dki 

Wx~dT ~ 2 K ( k {) 


(23) 


对于振动周期 

正则变换 



2 tt 

山1 




与第 96 小节中得到的一致. 


山0 


q,p — w ， I 的母函数⑹在变量替换 （17) 下得 


V ( q , I ) 




4^0[五00，左1) _ (1 — 左1)]， 


(24) 


其中 F 和 E 分别是第一类和第二类椭圆积分，必由等式 （17) 确定，而幻= h ( I ) 由 
(19) 确定. 


根据 （7) 的第2个公式，角变量为® 


dv 


dv dk 


w 


31 dk! di 


(25) 


将 （24) 两边对幻微分给出 


dv 


4 a；o 


dE 

9 fci 



dE 

dki 


+ 2 fciF 



fci ) 


dF 

9 fci 



dF dip 

dki 


(26) 


又由 （17) 得 


dk ' 


sin # 


fci cos 必 


(27) 


利用这个公式以及第 95 小节中关系式 （13), (14), (19) 和 (20), 等式 （26) 变为 


8 V 

dh 


4uj 0 kiF(^,ki). 


(28) 


考虑到 （21) 和 （28), 由公式 （25) 得出 


2 K ( k\)w 




7T 


F (^ h ) 







dx 


o 



k \ sin 


2 


x 





2 K { k{)w 


7T 


(29) 


由 （16),(17) 和 （29) 可得单摆振动情况下引入作用-角变量的正则变换 


Q 


2 arcsin 


kisn [ mk^ M 


7T 


2 K { k\)w 

p = 2 a ； oA；icn ( -， 


(30) 


7T 


①原文下面公式有误，已更正. 
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这个变换是单价的，对 w 以 2 tt 为周期,它将哈密顿哈函数 （13) 变为 （22). 

下面研究摆转动情况,这时能量积分中的&满足不等式 h >以.因为将 p, Q m 
换为- p , 哈密顿函数 （13) 不变,故我们只研究 p 为正的转动情况.设 t = 0时有 

q = 0 ,p = po >0,那么 

h = ^Po ~^0 = ~ (31) 


其中 



(0< fc 2 < l ), 


相曲线 p = p ( qs / i ) 由下面方程给出 


(32) 



(33) 


作用 J 的表达式为 



或者利用被积表达式的偶数性并做变换 


Q 


2 a ; 得 



4a；o 

nk 2 



7r/2 


0 



fc | sin 2 xdx , 




4 ： UJqE (fC2) 

nk 2 


利用第 95 小节中关系式 （21), 由 （34) 求得 


dl 

dk2 


4LJoK(k 2 ) 

? rfc ! 


因为 dl / dk 2 ^ 0, 故等式 （34) 对 fc 2 可解，并且 fc 2 对/ 的微分为 


dk 2 

~dT 


7 rfc ! 


4 o ; 0 释 2 ) 


新哈密顿函数由 （31) 和 （34) 确定.去掉不重要的常数得 


H 


2 u § 


fc 2 2 ， 


其中 fc 2 = fc 2 ⑺是 I ( k 2 ) 的反函数，由（ 34 )确定 


考虑到 (35), 转动频率表达式为 


m 


U)2 


dH dk 2 


丌 


dl dk 2 dl k 2 K ( k 2 ) 


(34) 


(35) 


m 


(37) 
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在时间段 2tt / o ; 2 内 g 的增量为 2tt . 

母函数 （ 6 ) 的表达式为 


V ( q , I )= 



角变量的引入借助公式 

dV dV dk 2 

XI) == 1 

81 dk 2 dl 

利用 （35) 和第95小节中的 （20) 该公式变为 


由此式和 （33) 得 


K ( k 2 )w 

7T 





2o；q 

k 2 


dn 


K ( k 2 )w 

7T 



(38) 


(39) 


其中 fc 2 = ⑺由 （34) 确定.公式 09) 给出单价正则变换将哈密顿函数 （13) 变为 
(36). 


183. n 个自由度系统的作用-角变置只考虑第177小节中由哈密顿特征函数 
确定的方程 （13) 是分离变量的，那么 


71 


V 


E %(仿，0；1，0；2,…，0^一1， ft) 


(40) 


由此式和第178小节中的公式 （17) 得 


dV 


Pi 


dVi 


dqi dqi 


Pi ( Qi , oci , a 2 r - , a n - i , h ) (i = 1 , 2 , •• - ， n ) 


(41) 


2, 


籲 ♦參 


这些方程给出了 2n 维相空间^ 1 , ••- , q n , Pi , ••- , Pn 中的轨迹在平面 qi , Pi(i = 1 , 

, n ) 上的投影.假设在每个平面内的运动都是周期的，即在平面 quVi 内曲线 
(41) 是封闭的或者对变量％ 是以& 0为周期 

由于系统是完全分离变量的，对于固定的 、, a2 , …在平面识,扒 （i = 
1,2,…， n ) 内的运动都是独立的,可以像在第181小节中对单自由度情况那样研究, 


于是有 


h 




% 


ih dqi = ifl dqi 




1，2, 


争《鲁 


，吨 


(42) 


其中积分沿着运动的一个整 周期. 等式 （42) 确定 n 个函数 A = h ( a u a 2 , 

(i = 1 , 2 ,... , n ) 的独立性，这些函数 A 是独立的. / i , * 


1 


Qi^Pi 


O ^ n—l 5 ^ 由于 

可以取为新冲量（代替 Oil , Ct2j …, Oi n - i , h ), 那么 


5 In 


^1 = fl ( Jl ， h ， … OL 2 = f 2[ h ， h ， … n )， …， 
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^n— 1 



( A ，/2, 




Jn) 


= /n(A，A • • • ， In) 


将它们代替 （40) 得 


V 


V(qi 


Qrti ，’ • • ， ’n) • 


关系式 


Pi 


dV 

dqi 


Wi 


dV 

dU 


(i = 1，2，."， n ) 


( 43 ) 


隐式给岀的单价正则变换将原变量 q uPi 变为作用-角变量 IuWi . 新哈密顿函数为 


H 




/ n ( A ， ^2,…， 4 i ). 


(44) 


新坐标(角切 i ) 是循环坐标 • 

用新变量写成的运动方程为 

^• = 0，^ ^ = Wi (/ i ,/ 2 , ••- jn) (i = 1,2,••- , n ), 

其中叫是周期运动（在平面 qi, Pi 内) 的频率. 

可见，德洛内方法可以通过研究函数 if 和 F 得到所有的频率，完全不需要研究 

系统的运动. 

我们将证明，第 i 个角变量抑在第 j 个坐标变化一个完整周期后得到增量为 

其中&是克罗尼克记号.事实上，利用公式 （ 42 ) 和 （ 43 ) 求出 

△咕 =/ 寄 dg ， / 备 dqj = wj 蒜如 = m {2 nIj )= 2 為. 

评注4如果仍是循环坐标，则相应的冲量趴是常数，在 quPi 平面内的轨迹 
是直线，那么在 q u vi 平面内的运动可以认为是以任意伽为周期的（转动类 型). 取 

细= 27 T ， 则 


A = ▲ / PidQi = ^7T f 0 PidQi = ^ Pi Jo ^ = Pi , 

即在识是循环坐标情况下作用々与冲量趴 一致. 

184. 二体问题中的作用-角变置 二体问题在第8章§1研究过，这里将研究 
该问题中的作用-角变量.我们继续使用第8章§1的记号，认为轨道是椭圆（或 
者特殊情况是圆) . P 点到引力中心 O 的距离 r 满足不等式 r « r 2 , 其中 n = 
a(l — e ), r2 =. a(l + e ) ( a 是轨道半长轴， e 是偏心率).由此式以及第8章§1的公 

式可得 0 

Q(p 

+ ”2 = 2 a ， t \ T2 — a 2 (l — e 2 ) = ap = - r -, (45) 
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其中 P 是轨道参数， C 是面积积分常数， fc 在第115小节给岀了定义. 


第115小节的二体问题方程 （1) 相应于第二类拉格朗日方程，其拉格朗日函数 


为 L 




T 


n ， 其中: T 



2 n 




达式为第9小节中的（30)，所以 


k 


r 


. 速度平方〃 2 用球坐标（见图 9) 写出的表 


L 


k 




会 (〜⑽ 2 ⑼ 2 ) y ， 


广义冲量为 


Pr 


r , 


P<p 


r 2 sin 2 0( p ^ 


Pe 


2 n 


r z 0， 


而哈密顿函数丑 




: r + n 写成 


H 



心4 


r z sin 





r 2 


k 


r 


(46) 


(47) 


^ 是循环坐标，所以 iv 




Oi(p 




const , 哈密顿特征函数为 


V 


Oi(p(p + 



PedO + 



p T dr 


并且 



a 



2 

<p 


sin 


2 




const ， 


Pr + 



2 k 


tp2» 


r 


2 a 3 


(48) 


const ， 


(49) 


常数 2 a 3 等于第 117 小节中能量积分⑺中的常数/ I ，对椭圆轨道是负数 


由 （49) 可得 



2a 3 + 


2 k 



2 a 3 (r 


ri )( r 2 





r 


r 2 


比较 r 的同次系数给出 a <9， a 3 与 n , r 2 的关系: 


ri + r 2 


fc 


otz 


T \ T 2 


比较 （45) 第 1 式和 （51) 的第 1 式得 


fc 


a 


2 as 


比较 （45) 第 2 式和 （51) 的第2式得 


r 2 



2 a 3 


(50) 


(51) 


(52) 


OLQ 


c , 


(53) 


即 （49) 中的常数吻等于面积积分常数. 

下面引入作用 IrJ ^ Ie ^ 因为 p 是循环坐标，故根据上小节的评注有 





P(fi 




OL(p 


(54) 
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IrJe 由下面等式确定 



为了计算 （55) 的第1个积分，我们发现对于球坐标有下面关系式 ® 


(55) 


2 T = p r r + p < p ( p -\- peO . (56) 

如果在轨道平面内引入极坐标 r ， z / ( z / 为真近点角)，则 2 ：T = r 2 + r 2 z > 2 , p r = 
r , = r 2 0 . 对于冲量〜考虑到面积积分 r 2 j > = c 和公式 （53) 有= c =吻. 表 
达式 2 T = p r r -\- p l / i > 可以写成 


2 T = p r r + olqv . 

比较公式 （56) 和 （57) 的 左边， 考虑到等式 （5 4 ) 可得 


PedO = aedu — I ^ dip . 


(57) 


(58) 


点 P 沿着轨道转动一圈，角0完成一次振动，角^和#改变了 2 tt ， 所以由公式 （58) 
可得 （55) 的第1个积分 Ie = a e - I ^ BP 

a # =々 + J 设. (59) 


当 r 从 n 增加到 r 2 时 （55) 的第 2 个积 分中外 为正，而当 r 从 r 2 减小到 n 
时 A 为负.考虑到关系式 （50) 有 


Ir 


\ Z -203 f T2 V( r _ r l )( r 2 ~ r ) 


7T 



dr 


T \ 


r 


( 60 ) 


为了计算该公式右边的积分，用新变量: r ( r ) 代替厂 


2 


r 


ri + r 2 x 


1 + x 2 ’ 


那么 


r 


ri 


( r 2 


r±)x 


2 


» 


1 + X 


2 


1 


疒 2 


r 


V 2 


ri 


1 + x 


2 


dr 


2( r 2 - ri)x 

(1 + a ; 2 ) 2 ， 


x ( ri ) 




0, 


x ( r 2 ) 


+oo, 


所以 


Ir 


2\ Z -2 a 3 ( r 2 


ri ) 


2 


丌 



oo 


X 


2 


0 


(ri +”2X 2 )(1 +x 2 ) 2 


dx 


(61) 


①参见： rojiACTeiiH r. KjiaccHHecKaH MexaHHKa. M.: Hayna, 1975. 


• 272 • 


第十一章动力学方程的积分 


[185】 


(61) 中被积表达式可以写成 


x 


2 


(ri + r2X 2 ){\ + x 2 ) 2 


V 2 


r \ 


n 


T\T2 


V 2 




ri 


1 + x 2 


T 2 


ri ri + r2X 2 



(1 + x 2 ) 


2 


又由于 



da : 


o 


1 + x 2 


丌 

2 1 



dx 


丌 


o 


ri + V2X 2 2y/r\T2 



da : 


o 


(1 + x 2 ) 2 


丌 

4 5 


故通过积分和不复杂的变换， （61) 写成 


Ir =- ^^(^1 + ”2 - 2 x / rir 2 ). 



(62) 


应用（51>的 n + r 2 和 nr 2 的表达式，并考虑到等式（59)， （62) 可以写成如下公式 


Ir 


k 


V ~203 


(I(p + le)- 


(63) 


根据 （47) 和 （49) 有丑= a 3 , 所以考虑到引入作用-角变量的正则变换是单价的，由 
(63) 得到如下用变量 IrJ ^ Ie 表示的哈密顿函数： 


H 


k 2 


2( J r + & + A ) 2 . 


(64) 


相应于 It , lip , h 的角变量记为 Wr . Wcp . We , 因为 


an 

W r 


on 

Wp 


on 

We 1 


故相应的频率 叫外，吻 都相等.因为质点沿着椭圆轨道的运动是周期的（见第 
121小节)，这个结论是正确的. 


185. 德洛内元素我们引人比变量 IrJ ^ hyWr . W ^ We 有更明确几何意义和 


力学意义的新变量 Ii , U)i 



1，2,3).为此先做变换 


Wi 


W 


<p 


we , 


W 2 


we 


w 


W 3 


w 



(65) 


h 




h 


I(p + hi 


h 


ir + 々 + A • 


( 66 ) 


利用第 169 小节中的某个判据可以验证，等式（65)， （66) 给出单价正则变换.用 


新变量写成的哈密顿函数为 


H 


k 2 


2/| 


(67) 


下面解释变量 I U Wi 



1，2,3)的薏 义. 考虑到丑= a 3 由（犯）和 （ OT ) 求出， 


h 


\/ ka . 


( 68 ) 
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进而有 

d ^3 dn k 2 k 2 y/k 
~dT = dh = ll = (te)V2 

其中 n 是平运动（见第 121 小节中公式（20))，即切 3 与平近点角 n(t - t ) 相差一个 
常数（见第122 小节; t 是 P 点过近心点时间)，假设该常数为零，则 

— n{t — r ). (69) 

下面来看正则共辄变量/ 2 ,奶.由（53)，(59)和 （66) 可知， J 2 = c ，即 J 2 是点 P 
对引力中心的动量矩大小.又由 （45) 可知 c = y / ka(l - e 2 )， 所以 

I2 = y / ka(l — e 2 ). (70) 

因为 dw 2 /dt = m/dh = o , 故奶是在轨道平面内的某个常值角度，令 

鬌 

W2 = 0；, (71) 

其中 U ； 是从节点到近心点的角距离（见第123小节). 

最后来看变量 h ^ wi ， 根据 （54) 和 (66), h = 即 ii 是 P 点动量矩在0之轴 
上的投影（见图9和图1邡).考虑到 dwjdt = dH/dh = 0 是平面0叩内的 
某个常值角度，我们取 M 为升交点赤经 A 于是有（见图126和公式 (70)): 

I \ = ccosi = I2 cos i — y / ka(l — e 2 ) cos w \ = (72) 


其中 i 是轨道倾角. 

这样引入的正则共轭变量称为 德洛内正则变 量或者简称德 
洛内元素， 效仿德洛内，用记号 H ， G ， L ， h ， g ， l 来表示（不要混淆德洛内元素记号 
H ， L , h 与哈密顿函数、拉格朗日函数和能量积分常数!) . 由式 （68) 〜 (72) 可得德 
洛内元素与通常的轨道要素之间的 关系： 

L = \/ fca , I = n{t — r ), 


G = yfca(l — e 2 ), g = uj , 

H = y / ka {\ — e 2 ) cosi , h — Cl , 


二体问题的哈密顿函数用德洛内变量可以写成 



k 2 

2L2 


(73) 


(74) 


两组庞加莱正则元素. 对于很多应用（例如研究行星的运动）需要正则共轭变 
量中有些在小偏心率和小倾角时是小量，庞加莱引入2组这样的变量，称为庞加莱 
元素. 
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第 1 组庞加莱元素 A ， r ， Z ， A ， 7 ， z 与德洛内元素的关系由单价正则变换得到: 


A = L, r = L-G, Z = G-H, 

A = Z + p + /i ， 7 = — 9 — 办 ，^ = 一办 * (75) 

由此式和 （73) 可将元素 A ， r ， A ， 73 用通常轨道要素表示出来 


A 


Vka ^ 


A = n(t — t) + o; + fi ， 


r = \/fca(l — \/l — e 2 ), 7 = —u; — (76) 

Z = y/ka(l — e 2 )(l — cosi), z = —ft. 

对于小偏心率和小倾角的轨道，元素 r ， z 分别是 e 2 ,i 2 的量级. 

第 2 组庞加莱元素 A , A 与第1组相同，其它4个元素由下面公式定义是 
冲量， r /， g 是坐标)： * 



V 




V^fcos "， 

V2Z cosz, 


V 


Q 




V^fsin ?， 

V2Z sin 2 ;. 


对于小偏心率和小倾角的轨道，和分别是 e 和 f 的量级 

对于第 1 和第 2 组庞加莱元素,二体问题的哈密顿函数为 


(77) 



k 2 

2 A 2* 


(78) 


§7. 摄动理论中的正则变换 

186. 引子 实际力学系统运动微分方程的精确积分只在极少数情况下是可能 
的，所以产生了很多近似地研究力学系统的方法，其运动方程不能精确积分，但同时 
其某个简化问题有精确解..这个简化问题称为无摄动问题，这些方法构成了摄动理 
论，该理论在很多用微分方程描述过程的科学技术领域有非常广泛的应用. 

在摄动理论中假设实际系统（摄动系统）与简化模型（无摄动系统）之间的差别 
可以看作微小摄动.例如，在力学系统上除了作用着基本力，还有与基本力相比很小 
的其它力，这就是摄动.又如，如果忽略太阳并认为地球和月球是质点，则月球绕地 
球运动的无摄动问题就是二体问题.太阳引力的影响以及地球、月球与质点的差别 
是小量，可以认为是摄动，可以用摄动方法考虑. 

有时力学系统的运动方程非常复杂，无法得到精确解，但是可以选取一个其它 
系统使其与原系统差不多一样，而且运动方程可以精确求解.原系统和所选取的系 
统的差别归结为微小摄动. 

在力学中详细研究运动方程可以精确积分求解的系统，这是因为它们常作为复 
杂实际系统的无摄动问题. 
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用摄动理论的方法可以研究力学系统在有限时间内（尽管有时时间很长）的 
运动. 

本节应用摄动理论中的正则变换研究哈密顿方程描述的系统的运动. 

187. 力学问题的常数变异 假设在力学系统的运动方程 


_ dH 

dt dpi 


dpi — , dH 

dt dqi 


(i = 1 ， 2,… ， n) 


中的哈密顿函数 H ( q ilPil t ) 可以写成 



H = H 0 + H u 


并且函数％对应的微分方程 

dqj _ dHp 

dt dpi 


dpi dH 0 

dt dqi 


(i = 1，2,…， n ) 


( 2 ) 


(3) 


可以积分出来.设 （3) 的解为 


Qi 


Qi{QlO^ - - - ，分 nO ， PlO, … ， PnO, 亡 ), 


Pi 


Pi(QlO 


• ， 9nO ， PlO, • • • iPnO f t), 


⑷ 


其中伽和 Pio 是 t = 0 时 qi,pi 的 初值. 为了积分方程 ⑴， 我们取 qio , Pio 为新变 
量， 按公式 （4) 作变量替换，这就是哈密顿方程 （1) 描述的力学系统的任意常数变异 
问题. 

公式⑷给出（见第 m 小节)单价正则变换，这个变换有逆 变换： 


QiO = Qio(Ql, - - - ,9n ， Pl ， … ， Pn ， 亡 )， PiO =PiO(9l ， … ， 9n ， Pl ， … ， Pn ， 0 ， （ 5) 

它也是单价正则变换.于是函数 （5) 的泊松括号满足下面等式（见第167小 节)： 


{QiOf Qko) = 0) {PiOfPko) = 0? (9iO ， PfcO) = 


此外，根据第 167 小节，作为方程 （3) 的积分,函数 （5) 满足等式 


⑹ 


警 + ( 彻，丑。)= 0， 警 + ( PiO ， ff o ) = 0. (7) 


我们将利用⑴求新变量 QiO , PiO 对时间的导数.将表达式⑸微分并考虑到等式 （7) 
和 （2) 得 


dqio 

dt 


dqio 




k=l 


dqio dq k dq i0 dp k 

dqk dt dpk dt 


dqio 

^df 


+ ( QiOiH ) 


= ~(QiO, H 0 ) + (q i0 , H) = (q i0 , H - H 0 ) = (q i0l Hi), 


⑻ 
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dpio 1 

dt 


dpio 




n 


dt 


+E 


k 


dpio dq k 

dqk dt 


+ 


dpio dp k 
dpk dt 


) 


dpio 

dt 


+ (PiOl H) 




(PiO, 丑 0) + (PiOiH) 




( p i 0 , H - H 0 ) 






⑼ 


设坷是作变量替换 （4) 后的函数历，那么 


dHi 

dqk 


n 


E 


dm dm 

dqio dq k 


+ 


dHt dpio 

dpio dqk 


)， 


dHi 

dpk 


n 


E 


dH^dm 

dqio dp k 


+ 


dH{ dpio 
dpio dp k 


) 


( 10 ) 


利用这些等式和关系式 （6) 得 


71 


(QiOiHi) 


E 


dq i0 dHi 


dq i0 dHi 


dqk dp k 


dpk dq k 


) 


n a n 

E OQiO 

dqk ^ 

k=i i=i 


dH^ dqio + dH^ dpio 

dqio dp k dpio dp k 


n 


dqio ^ ( dH^dqio t dH ^ dp i0 






dqio dq k 


+ 


dpio dq k 


n 


E 

l—l 


dHt 

dqio 


n 


( QiO . Qlo ) 



E 

1=1 


dH { 

dpio 


( Qio . Pio ) 


dH { 

dpio 


( 11 ) 


类似地 


(pio.Hi) 




Tt r\ TT^i 打 O TT^i 

s 伽 ) + s 




dH { 

dqto 


( 12 ) 


利用 （11) 和 （12) 将方程 （8)， ⑼写成 


dqio 

dt 


dH * 

dpio ' 


dpio 

dt 


dH { 

dqio 


i = 1，2，. 


# # 


， n ) 


(13) 


如果丑 




丑 o 则 Qio , Pio 是常数,而描述它们变化的方程是以 Ho ^ H , 为哈密顿函数 


的正则方程，并且相应的哈密顿函数柯通过公式⑷将 quPi 代入“摄动”函数历 
获得，公式⑷是以丑0为哈密顿函数的“无摄动”柯西问题的解. 

方程⑴的任意常数变异问题也可以用其它方法研究.设“无摄动”方程⑶的 
解利用哈密顿-雅可比方程 


dS ^ f dS \ ^ 

瓦 + Mw) =o 


( 14 ) 
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求得，设5 = 5( 奶，…，如，的，… , a n , t ) 是该哈密顿-雅可比方程的全积分.对方程 
⑴按第175小节的公式⑼，以全积分5为母函数作正则变换 

dS dS o o 、 

% = 仍， d^ = ~ Pi 卜 1 ， 2 ，…， 71 )， ⑽ 


在这个变换下新坐标为 a ir .., a n , 新冲量为 A ,-..,/3 n . 新哈密顿函数 W ( a ir .., 
a n ，/ h , …， M 按下面公式计算（见第173小 节)： 

W = // 0 + i^ + 尝 . 

at 

注意到方程 （14) 有 H = H ^ 其中是根据方程 （15) 用 ohU 表示的函数丑 

如果在“摄动”系统中 // i =0, 则新变量 a h Pi (i = 1，2,…， n ) 是常数，并满足方程 


da { _ dH { 

dt d (3 i ’ 


他一 dHt 

dt don 


(i = 1，2,…， n ). 


(16) 


为了得到方程 （1) 的解，需要由方程 （15) 求岀函数 


Qi = Qi(oil, - - - , Q ： n ,/?1, - - - ， / 3 n ， t )， Pi = Pi(o ： i, - - - , a n ,/?i, - - - ， / 3 n ， t) 


并将方程 （16) 的解 a u Pi 代人 

可以发现，在得到方程 （13) 和 （16) 时没有假设“摄 动”历 是小量，然而 ，当历 
与丑0相比是小量时，例如，函数丑 i 为小量 e 的量级并要求在 e 很小的情况下求解 
方程 (11), 上述任意常数变异问题的求解更加有效. 


188. 经典摄动理论 设方程 （1) 的哈密顿函数可以写成小参数 e 的级数 形式: 

H = H 0 ^ eH 1 + -^ (17) 

当 e = 0时方程⑴可积（即可以找到其一般积分)，选择正则共辄变量 quPi 使相应 
的无摄动问题的哈密顿函数抑只依赖于冲量，即 


Ho = Hoipir^ ， Pn). 

例如，当无摄动系统可以利用分离变量通过雅可比方法积分，而其运动具有周期性， 

那么仍是作用变量，而用作用-角变量写出的摄动 H - H 0 对角变量 仍 ，…，如是以 

2 tt 为周期的. 


无摄动方程 


可以积分出来 


dqi 

dt 


二 dHp 

~ dpi 


= 叫 ( 卩 1 ， … ， Pn )， 


dpi 

dt 


0 


(18) 


Pi = PiO = COIlSt ， Qi = 叫 ( 仍 0, • • • ， PnO)f + QiO* 


( 19 ) 
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对于在非零小参数 e 下运动的近似研究，在力学中有以正则变换为基础的摄动 

= 1)® 哈 


理论为专门工具.我们这里局限于研究单自由度保守或广义保守系统 （n 


密顿函数 （17) 有 


H 




H 0 ( p )^- sHi ( q , p ) + 


♦ 參 


其中丑 i 可以写成傅里叶级数形式 




互1⑼+ ( afc ⑼ cos 切+ ⑼ sin 切) ， 


k=l 


其中 Hi ( p ) 是函数丑1的平均值: 

H ^ p ) 


27T 



2n 


Hi ( q , p ) dq . 


o 


我们要寻找正则变换 q,p — q ' p * 将哈密顿函数 （20) 变为 


n 




i/ 0 *(p*)+e 2 i/ 2 »*) + 


1 


该变换近似于恒等变换，由下面公式给出（见第174小节) 


Q 


dSi 
dp * ’ 


V 


ds x 

I ， 


其中 


Si(q,p") = qp* + eS 


⑴ 


Q ， 〆 ）， 


选择暂时未知的函数的 1 )使哈密顿函数用新变量写成 （22) 


将 （22) 代人 （23) 得 


q* = q + s 


响 1 W ) 


dp * 


1 


P 


P * +£ 


as 


⑴ 




dq 


1 


精确到 


£ 


量级可得显式的变换 


Q 





£ 


城 V ， p *) 


dp 


* 


1 


V 




吨 V ， p *) 


dq 


本 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


(23) 


(24) 


(25) 


因为变换是单价的，而函数 A 不显含 t ， 故根据第174小节的公式 （63), 新哈密顿函 
数由老哈密顿函数通过用新变量代替 g ， P 获得.将 （25) 代人函数 （20) 得 


H 


騎*)+通( 〆 ) 


+£： 


咖 *) 


dq m 


+.^( afc ( p*)cos kq * + 6 fc ( p*)sin kq *) 


fc=l 


+ 


(26) 


1 


①然而，当 n>2 时摄动理论会出现单自由度系统所没有的原理性困难•参见: Cm.: Aphojib^ B . 

M. Majiue 3HaMeHaTejiH h npo6jieMLi ycTOHHHBOCTH b KJiaccHnecKOH h He6ecHofi 

MexaHHKe // YMH , 1963, T . 18, Btm. 6, C . 91-192. 
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其中 


0；⑼ 




dH 0 ( p ) 


dp 


(27) 


为了使 n 具有形式（22)，需要在函数 （26) 中消去依赖于 f 的 e 量级的项，为此令 


⑴ 


W ) 





( p *) 


E 


hWoskq* 


afc ( p*)sin kq 


k 


(28) 


这样选择的函数使得公式 （26) 中方括号内的表达式恒等于零，新哈密顿函数 
具有形式（22)，且 

H ^) = H 0 (pn + eH 1 ( p *)- (29) 

如果在函数 （22) 中去掉 e 的二阶以上的项，则其相应的方程 


dt 


dm b*) 

dp ’ 


dp ' 

dt 


0 


立刻可以积分出来.将这个解代入变换公式 （25) 得原变量的摄动系统的近似 
解. 


上面我们给出了 


€ 


的一阶近似摄动理论，可以类似地研究高阶近似. 


189. 线性哈密顿微分方程设 （1) 的哈密顿函数不显含时间且系统有 q^Pi 






1,2,. 


• • 


， n ) 为常数的解，这个解对应于运动方程 （1) 描述的力学系统的平衡 


位置.因为坐标原点平移是正则变换（见第170小节的例 5) ，不失一般性可以假设 


这个平衡位置对应于相空间讥，…， q n , Pl , 




， Pn 的原点 • 


在下一小节我们将证明，利用正则变换可以得到系统在平衡位置附近运动的近 
似描述，为此我们先研究常系数线性哈密顿系统的某些问题. 


线性哈密顿方程可以写成 


dx 


dt 


JHx , 


x 


(怎 1, • • •，怎 n ，怎 n +1 , • • • ，怎 2 n ) 


(30) 


中工 fc ， 工 n + fc ， 


(fc 




1，2,…， n ) 是正则共扼变量 （ a ； fc 是坐标， x n + fc 是冲量)，像在 


第168小节中一样，利用记号 



0 E n 
E n 0 





J , J 2 




det J 




1)， 


在方程 （30) 中 If 是 2 n 阶实对称常数矩阵. 

我们研究特征方程 


p {\) = det{JH - \ E 2n ) 




0. 


定理 特征多项式 p ( A ) 是 A 的偶函数. 


(31) 
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证明 该定理的证明由下面一系列等式给妝 


pW 




d © t («/ H — 入五 2 n ) 




det(JH 




A-E?2n) 


det ( H f J f 


A 五 2n) 


d © t ( : — HJ — A £?2 n ) 




det ( J 2 HJ + XJE 2 n J ) 




d © t «/( •/ H - f - \ E 2 n)J 


det J - det(JH + \ E2 n ) det J = det(JH + A - E ? 2n ) = p (— A ). 

可见，方程 （31) 只包含 A 的偶数阶，所以如果 A = a 是根，则 A = - d 也一定是 


根.我们只研究 方:程 （31) 只有纯虚根的情况，设从 
单位 ， fc = 1，2,…， n ). 对应于哈密顿函数 


Ufc ， 


A 


n+fc 




icTk ( i 是虚数 


n 


L fc=l 




(32) 


的正则方程称为方程 (30) 的规范型①.下面我们求实线性单价正则变换巧 


Vj U 


1，2, 


攀 # 


，2 n ) 将方程 （30) 变为规 范型: 


dy 

dt 



本 


2/， 





(2/1 ， … ， 2/n ， 2/n+l ， … ， 2/2n) 


(33) 


其中 ff * 相应于 (32) 是实对角矩阵，其元素为/^ 




h 


♦ 


n+fc,n+fc 


(fc = 1 ， 2,… ， n) 


x 


Ay 


(34) 


是待求变换，由 （30)， （33) 和 （34) 可知，常数矩阵 A 应该满足矩阵方程 


AJH 


本 


JHA . 


(35) 


由于 （34) 是正则变换，矩阵 A 应该是辛矩阵，即满足矩阵方程 


AJA 




J . 


(36) 


为了得到规范化变换 （34)， 需要从方程 （35) 的无穷解集中选择一个满足方程 （36) 


我们将求 A = BC 形式的方程 （35) 的解，其中 


C 


iE n 

E n 

— i 五 n 

E n 


(37) 


那么由 （35) 可得矩阵 B 的 方程: 


BD 


JHB 


(38) 


其中 D 是矩阵的对角形式，其对角元素为= - d n+fc , n+fc = ia k (fc = 
1，2，...， n )， 可见矩阵 B 将矩阵 Jff 变为对角形式.矩阵 B 可以按下面方式构 

①哈密顿函数 （32) 相应于 n 个解耦的谐振子，它们的频率为|〜| ( k -1,2, …， n ). 
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造®:以矩阵 Jlf 的特征向量为列，就是说，设矩阵 B 的第 fc 列为相应于特征值 
A fc = 的特征向量 e fc ， 而第 n + fc 列为相应于特征值 A n+fc = - ia fc 的特征向量 

e n +fc (fc = 1 ， 2, • • • ,n). 

特征向量精确到相差乘子，对于向量和 e n + fc 取同样的乘子.此外我们取这 
些向量的分量为复共辄的，这样的选择保证4是实矩阵.特征向量的任意乘子由正 
则变换 （34) 的条件 （36) 得到的规范化条件确定. 

将 4 代入方程 （36) 得 

CBJBC = J . (39) 

将矩阵用 F 表示，其元素 / mZ 等于向量 e m 和的标 量积： 


fml = (^m 

因为任意2个向量 a ， &都满足等式 （a • J &) = -( Ja -6), 故矩阵 F 是反对称的.我 
们还可以证明，如果 \ m - l \^ nW\fmi = 0 , 为此我们研究一个显然的等式 

( e m • = ( c m • H 

变换其左右部分得 

(e m • J 2 H ei ) = ( ， ire m • Jei), 

(^m * — — { JHGjyi * J 

(^m * = 一 ( A m e m • Jc {). 

最后一个等式可以写成 

(Am + Xl)fml = 0. (40) 

因为根据构造矩阵 B 特征值的顺序，只有在 |m - Z | = n 情况下才有 A m + Xi ^ 0 . 
由等式 （40) 可知，如果 |m - Z | / n 则 / mi = 0,于是矩阵 B JB 有下面 结构： 

B f JB= ° G , (41) 

-GO 

其中 G 是 n 阶对角矩阵，其元素为細 = ( e/k • Je n + fc ). 这些元素都不等于零，否则 
矩阵 （41) 的行列式等于零，而 

det B'JB = det B f det J det B = (det jB) 2 — 0 ， 

这是因为矩阵 B 是由矩阵 Jlf 的对应于不同特征值的特征向量构成的. 


①参见： raHTMaxep 少， P. Teopwii MaTpMu ， M,: Hayna, 1967. 
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设 r fc 和外是对应于特征值 Afc 的特征向量的实部和虚部，那么考虑到向量# 
和 e n + fc 的相应分量的复共扼性质，可得矩阵 G 的元素表达式 

9 kk = ~2 i ( r fc - Js k ) (fc = 1，2, …， n ). (42) 

由等式 （37)，（38) 和 （41) 可得保证4为辛矩阵的 条件: 

4( r fc . Js k ) = 1. (43) 

这个等式一方面是特征向量规范化的条件，另一方面也是在哈密顿函数 （32) 中 
选择符号的条件.事实上，令方程 

JHe k = ia k e k (e k = r k is k ) 

的两边实部和虚部分别相等，可得 r fc 和外满足的 方程： 

JHrk = —(TkSk, JHsk = 

同时改变和向量 r fc 的符号不会改变这些方程，标量积 （ r fc • Js k ) 的符号变为反 
号，所以总是可以通过选择哈密顿函数 （32) 中&的符号和相应的规范化特征向量 
efc 使等式 （43) 成立. 

进行一些计算可知，矩阵 A 的第 fc 列为向量 —2s k , 第 n + fc 列为向量 2 r fc . 
190. 比尔科果夫变换 • 哈密顿方程在平衡位置附近的近似积分设相空间原 

点相应于 n 个自由度的保守系统或广义保守系统的平衡位置，假设哈密顿函数在相 
空间原点附近某个领域内是解析的，并且可以分解为从平方项开始的 级数： 

丑=丑2 +丑3 +丑4 +…， (44) 

其中丑 m 是广义坐标和冲量的 m 阶齐次多项式（齐次型).增加常数（等于哈密顿函 
数在平衡位置的值）不影响运动方程，可以在 （32) 中去掉. 

设相应于哈密顿函数丑 2 的线性运动微分方程的特征方程只有纯虚根 土 a k (/c = 
1，2,…， n )， 那么根据上一小节的证明，通过适当选择正则共轭变量可以将 函数/ / 2 
写成等式 （32) 左端形式.如果做下面正则变换 ® 

Qk = Vk — Pk = 2 /fc + ^2/ n+fc (ft = 1，2, • • • , 7 l ), (45) 

则级数 （44) 的平方部分为 

71 

H 2 = i ^2< TkqkPk - (46) 

fc=l 


® 比较第 170 小节的例 6. 
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线性化系统的运动是频率为 


(fc 




1 , 2 , 


_ # • 


，…的 n 个谐振子的振动叠加.如果 


在 （44) 中 



m 


在 m ^3 时不恒等于零,则运动方程是非线性的.为了研究这种情况 


下的运动，我们利用称为比尔科果夫变换的正则变换简化哈密顿函数 （44). 


正则变换 qk,Pk 


— > 


q ’ k ， p ’ k 由下面公式给出 


Qk 


Qk + 


dSs 

d Pk 


Pk 


4 + 


dSs 

dqk 


(fc 




1，2, 


_ # # 


，均， 


(47) 


其中三次式 S 3 ( q k ^ k ) 需要尝试选择用新变量写岀的哈密顿函数中不包含‘，詆的 


阶项. 


在（ 44 )中， H s ( q k , p k ) 可以写成 


E 




/in Ql 1 - 


♦ 鲁 








(48) 




其中系数 •, 


Mn 


是常数,％…， / i n 是非负整数.类似（48)，函数私 写成: 


S 3 


E 


…，/ in ^ l 1 


# • # 




(49) 


+ ### +/ in =3 


其中应该选择常系数使新哈密顿函数中三阶项等于零. 


由 （47) 可知，老变量 q k ,Pk 在坐标原点％ 




0 ， P’fc 




0的邻域内是解析函数，可 


以写成级数 


Qk 


f 狀 3(‘K) I 

k d Pk 


J 


Pk 




Pk 



dSsiq^p^) 


d( lk 


+ 


(50) 


其中省略号为 q r k , p f k 
(47) 可得新哈密顿函数 


(fc 




1,2,…， n ) 的二阶以上项.将这些表达式代人函数 


71 


71 


dS 3 


dS s 




) + Hs {Qk , Pk ) + 


其中省略号为 q ’ k . p’k 


(fc 




l，v 


• % 


， n ) 的三阶以上项. 


可见，哈密顿函数的二阶部分保持自己的形式，三阶 项埏为 




fc=l \ 


§-喝)搗 ( “). 


dp 


令拓三0,注意到公式（48)， （49) 并令该等式中 


參 籲 


cvr 


♦ •籲 


的系数等于 


零得 5 


Pi，".，Mn 


的方程： 


Wi(ui 


Ml ) + 




+ ^niyn 




，Mn 


\h 


Pi ， … ， Mn ， 


( 51 ) 


成立下面关系式 


"1 — "l| + … + |"n — + "1 + • • • + "n + Mn = 3. 
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由此式和 （51) 可知，如果满足0 < N +…+ \ k n \^3 的整数幻，…， fcn 使 

k\(T 1 + • • • + k n cr n — 0,① (52) 

则根据公式 . 

__ ih Ulj ... >Atn _ 

1/1 ’ ’ ^ 1(^1 — /^i) + * • * + cr n (i/ n — fi n ) 

选择可以使新哈密顿函数不包含 d k , p f k 的三阶项. 

我们可以类似地尝试利用另一个正则变换 q^Vk - € , Pk 消去哈密顿函数丑〃 
中的 // f 然而，这是不可行的，在新哈密顿函数中还会保留四阶项. 

如果系统没有前四阶共振，即当0 < 叫+ • • • + | fc n |^4 时不等式 （52) 成立，则 
除了包含同阶忒和成的项，可以消去哈密顿函数丑〃中的四阶项.事实上，如果对 
所有 fc = 1，2,…， n 有外=抑，方程 （51) 不可氟 那么在拟中保留齐次项 

纛 

^ l +^2 H - h ^ n =2 

用数学归纳法不难证明，如果系统没有前 Z 阶共振，即 

k \ G \ + •.. + k n G n _ 0，0 < Ifci | + … + | fc n |^ Z , 

则存在由坐标原点邻域内收敛的级数给出的正则变换砍=忒 +…， Pfc ^扣+…, 
使得哈密顿函数 （44) 用 ql ， p* k 表示为 

H *= H ^ H ( qlpi ), (53) 

其中 五是 n 个积 qlv \, • • • ，《的不高于 Z /2 阶的多项式，而#是 q ^ vl 的阶数 
不低于 Z + 1的收敛级数.在这种情况下称哈密顿函数化为精确到 Z 阶的比尔科果 
夫规范型. 

写成 （53) 形式的哈密顿函数对正则运动微分方程的近似求解是非常有效的，为 
此我们在 （53) 中略去 相比亙 包含 q * k ， p * k 的更高阶项的5,那么丑* =互，哈密顿函 

数 H * = , QnPn ) 对应的正则方程可以完全 求解. 事实上，令 A =，那 

么哈密顿函数亙对应的正则方程写成 



d 说一 dH 

dt ~ dr k Qk， 

d p*k _ 

dt 

dH 

dr h Pk 

(fc = 1,2, ••- , n ), 

(54) 

由此可知 dr k /dt 

= 0,即 Tfc = Cfc 

=const 

(k = 

1,2,…， n ). 将这些 T fc 

的值代入方 

程 （54) 得 

邮_ 

dt 

= A fc ^, 

d Pk _ 

dt 

~^kPki 

(55) 


® 也就是说，系统没有前3阶共振. 
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其中 Afc 是导数 dH / dr k 在 Tfc = Cfc 时的值.由 （55) 得 

% 

Qk ( t ) = W ⑼ e A ^，vl ( t ) = pU 0) e~ Akt (56) 


(9 fc (°) Pfc (°) = c fc ； fc = l ，2，一.， n ). • 

原方程的近似解由等式 （56) 利用上面介绍的比尔科果夫正则变换公式，用新变量表 
示老变量后获得的.不难验证，这种情况下线性化系统特征方程的纯虚根还是纯虚 
根 ， Afc = ififc (fc = 1，2,…， n )， 老变量是自变量的正弦和余弦的 级数. 

如果系统没有共振，则利用比尔科果夫变换可以规范化哈密顿函数到足够高阶 
(Z 4 00)，规范化的含所有阶数的哈密顿函数只依赖于变量忒^ (fc = I ， 2 ,…，71)， 

那么运动方程经变换后可以完全求解，并且方程右端不需要忽略任何项.这似乎意 
味着运动方程的局部可积性（在平衡位置的邻域内).然而不是这样，这是因为经规 
范化的含所有阶数的哈密顿函数的比尔科果夫变换是发散的 

最近几十年来产生了将正则变换应用于摄动理论的新方法，例如杰普利-霍利方 
法.从代数的观点看该方法比经典方法有优点，例如，该方法不需要处理级数，公式 
是循环的，必要的变换可以足够简单，便于计算机实现®. 

例 1 (单摆振动）哈密顿函数可以写成（见第 I 49 小节的例子） 

H = 2^2^ ~ mgl COS ^ 

为方便起见，引入无量纲变量 〆 ，<， 〆 ， 





(57) 


则变换是价为 c = l /( mly / gl ) 的正则变换（见第170小节的例 3) .再 
考虑到新自变量 〆 代替 t 导致哈密顿函数除以可得用无量纲变量写出的运 
动方程所对应的哈密顿函数为 


H = ^ - cos ^- (58) 

我们研究单摆在平衡位置 cp = 0 附近的运动，这种情况下 cp f ,是小量.将函数 （58) 
分解为的级数，去掉与运动微分方程无关的常数项，得 

H = 臺的+ P ’ 2 ) — 丟 〆 4 +…， （59) 

① 微分方程组规范化问题的研究现状以及文献资料可参见： BpiOHoA.il. AHajiHTHHecKafl 

(J>opMa 及 M(J)(J)epeHi ； Hajn>Hbix ypaBHeHHH // Tpy^u MocKOBCKoro MaTeMaTHHecicoro o6mecTBa. 

1971, T. 25, C. 119-262; 1972, T. 26, C. 199-239. 

I 

② 参见 ： HjKaKajibii r. E. O. MeTO^u TeopHH B03MymeHHH HejiHHeiiHLix chctcm, M.: 
HayKa, 1979. 
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其中省略号表示高于^的四阶项.如果在 （59) 中忽略非二阶项，则运动方程是 
线性的，在这种近似下单摆的运动是简谐振动.为了说明运动方程中非线性项的影 
响，考虑 （59) 中的 （1/24) 〆 4 项，利用比尔科果夫变换研究非线性 振动. 

做变换（玉则，价为 c = 2 i ) 


Q 





V 






得 


H 


丑2+丑4 + 


其中 


H 2 = iqp, H 4 


— — 


+ 4q s p-\- 6q 2 p 2 + 4 卯 3 + p 4 ). 


不复杂的计算表明，母函数职 * + 5^(9， 〆 )，其中 


5 4 


768 




96 


QP 


*3 


768 


^*4 

v ， 


给出的比尔科果夫变换将哈密顿函数变为 




(60) 



并且变量用 q ' p * 表示为 

Q = g* - Y^( 2 g * 3 - 6 g >* 2 - P* 3 ), P ^ (g * 3 + 6 g* V - 2 〆 3 ). ( 62 ) 

在公式 （61) 和 （62) 中略去了高 阶项. 

哈密顿函数 （61) 的正则方程是可积的，如果妨 ，说是 q \ p * 的初始值，则 

q* = P*=Po^~ iQt \ ㈣ 


其中引入了记'号 

^ = 1- ^(qoPoY (64) 

单摆非线性振动的近似解由公式 （57)， （60) 和 （62) 得到，在这些公式中 ( p, P(p 用写 
出解 （63) 的新变量表示. 

设 f = 0 时刻对应单摆偏离竖直方向的角度/?的最大值，那么由公式 (57), 

(60) 和 （62) 得 

n = l -士/3 2 ’ 

该公式精确到/?的二阶项.在同样的精度下，单摆非线性振动的周期为 



这与第 96 小节中借助第一类全椭圆积分表示的单摆周期精确值的级数分解得到的 
表达式（公式 (28)) 一致. 
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§1. 基本概念与公理 

191. 撞击力与撞击冲置 设力学系统由 AT 个质点 P v {y = 1，2,…， iV ) 组成， 

至今我们所研究的运动中质点尺的速度大小和方向都是连续变化的.在实践中有 
时会发生这样的 现象： 在从某时刻 f 开始的短时间 T 内，系统质点的速度发生 
突变，而其位置没有显著的变化，这种情况下我们称系 统受到撞击. 被拋向墙并反弹 
回来的弹性球的运动就是一个例子. 

撞击现象产生很大的力，这些力的作用时间 . T 非常小，以至于系统来不及发生 
显著的位移，这样的力称为撞击力. 

系统在撞击力作用下的运动称为撞 击运动 .设作用在质点恳上的撞击力 K 的 
冲量（称为撞击 冲量） 为 


Iv = 


/ to+T 


F u dt ( z / = 1，2,…， N ). 



在解析描述撞击运动时，假设撞击发生的时间 T 是无穷小量，但撞击冲量的大小是 
有限量.由于在撞击时间 T 内系统质点的速度是有限量，当 T — 0时其位移可以忽 
略，在撞击力作用下质点戽的加速度无穷大，因此不能作为撞击运动的运动学 
特征量.按照运动学的观点，除了时刻 to 和质点凡的位置以外，在撞击运动中只需 
研究 to 前瞬时和 to 后瞬时的速度向量，这些速度称 为撞击前速度和撞击后速度 ，用 

v~ 
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192. 公理设凡 是作用在质点尺的合力，为该质点的质量，为该质 
点的绝对加速度，将方程 m v w v = JFV 从 to 到 to + t 积分得 

» 

m y (vt ~ v ~) = I u ( z / = 1，2,…， iV ). (2) 

这些等式右边只包含撞击力的冲量，这是因为常规力的大小为有限量，当 t — 0 
时其冲量是可以忽略不计的小量，可见常规力不影响系统质点速度的突变.例如，当 
球撞击墙时重力对撞击运动的影响可以忽略不计. 

关系式 （2) 表明，质点动量在撞击时的改变量等于撞击冲量. 

当撞击力作用于非自由系统时，一般来说会产生撞击约束反力，因此系统每个 
点的速度变化不仅取决于作用其上的（主动）撞击力的冲量，而且还取决于约束反力 
的撞击冲量. 

关系式 （2) 是撞击运动理论的基础，可以代替动力学基本公理（牛顿第二定律). 
在关系式⑵中速度改变暈 = vi - v ~ 可看作加速度，而撞击冲量忍可看作 
力. 

在撞击运动理论中还有一些公理，类似于通常的动力学 公理： 相互碰撞的2个 
质点的撞击冲量大小相等、方向相反、作用线 相同； 每个质点的总撞击冲量等于主动 
力撞击冲量与约束反力撞击冲量之和. 

193. 撞击 冲量的主向置与主矩在研究质点系 P v {v = 1，2,…， AT ) 的撞击运 

动时，经常将撞击冲量分为外冲量和内冲量，它们分别是系统的外力和内力的冲量. 
系统撞击运动基本方程 （2) 可以写成 

m u Av u = 1^ + JW (iy=l ， 2, … ， N), ⑶ 

其中 K e ) 是作用在质点恳的外撞击冲量之和，是作用在质点恳的内撞击冲量 
之和. 

系统所有撞击冲量之和 

S = ⑷ 

1/=1 

称为撞击冲量的主向量. 

设 TV 是质点戽对 0 点的向径，撞击冲量对 0 点的矩之和 

r 

N 

Lo = x I u (5) 


称为撞击冲量对该点的主矩 • 

在表达式⑷和 （5) 的右边，内撞击冲量两两抵消，因此有 
• S =沒⑷= Lq = L ^= Erv x 拉)， 


(6) 
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即系统撞击冲量的主向量和主矩分别等于外撞击冲量的主向量和主矩. 

194. 撞击运动理论的任务 如果撞击前系统的运动状态已知，则研究撞击运动 
的目的是确定撞击后系统的运动状态.有时将问题分为2类： 1) 给定撞击冲量求系 
统质点的速度 变化; 2) 给定系统质点速度变化求撞击冲量，有时还需确定约束反力 
的撞击冲量. 

§2. 撞击运动的动力学普遍定瑝 

195. 动置定理 将第193小节的方程⑶乘以常质量后相加得 

/ N \ N N 

=^拉)+乞4° 

Viy=l / U=1 U=1 


或者 

△Q = 5 (e )， (1) 

鳥 

即在撞击中系统动量的改变量等于外撞击冲量的主向量. 

N 

因为 Q = Mvc ^ 其中 M 是系统的质量 ， M = = const , vc 是质心速度， 

于是方程⑴可以写成 " =1 

MAv c = 5 (e) , ( 2 ) 


即系统质心的撞击运动就像一个质点的撞击运动，该质点的质量等于系统质量，作 
用在该质点上的撞击冲量等于作用在系统上的外撞击冲量. 


例 1以速度 v 飞行的炮弹在空气中炸为质量相等 
的2块，第1块弹片的速度与初始运动方向成 a 角，其 
速度大小为2%求第二块弹片的速度 • 

由于没有外撞击冲量，炮弹初始动量向量等于弹片 
动量向量之和.设 m 为炮弹质量，/?是第二块弹片的 
速度向量 v 2 与炮弹运动方向夹角，根据图 144 容易得 



图144 


V2 = 4 vsin ( a /2), (3 = n /2 — a / 2 . 

在求解中没有用到气动力和重力，这是因为它们不 
是撞击力. 


196. 动置矩定理设4 是空间中任意点，可以是固定点或者运动的点，以是 
系统的质点尺对4点的向径，将第193小节的方程⑶左 叉乘… 后求和，考虑到 
m , 是常数，在撞击时~不变，可得 
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左边的和是系统对4点的绝对动量矩 A . 考虑到第193小节的方程 （5) 和（6)，上 
面等式可以写成 

AK a = , (3) 

即系统对任意点的动量矩的改变量等于外撞击冲量对该点的主矩. 


例1两个半径为 ri 和 7*2 的皮带轮分别以角速度 0；1 和0；2转动（图1 4 5),且 
= U 2 T 2 - 在皮带轮上绕有未拉紧的皮带.在某时刻皮带被拉紧，因此产生撞击， 
求撞击后皮带轮的角速度仏和以及皮带张力的撞击冲量 J ， 假设撞击后皮带保 
持拉紧状态，皮带轮对自己转动轴的惯性矩分别为和乃. 

对第1个皮带 轮彳吏 用公式（3)，并考虑到转动 
轴处的约束反力冲量对该轴的矩为零，得 

— a) = -M. ⑷ 

对第2个皮带轮有 

图145 

J2(^2 — 0 ； 2) = i>2. (5) 



又由于皮带保持拉紧状态，有 



( 6 ) 


由 (4)—(6) 求出 


ill _ + J _ ~ ^ 2 ^ 2 ) 

T2 J\t\ + J2r\ 7 * 1 ’ J\r\ + . 

如果开始时皮带轮转动方向相反，则拉紧皮带可以使转动减速，如果等式 Jir 2 o；i + 
J 2 riu 2 = 0成立，则皮带轮完全被制动. 

例2质量为 m 长为 Z 的均质细杆处于静止状态，在其一端垂直于杆作用冲量 
J (图146)，求撞击后杆的运动状态. 


O 



图146 


设 v 0 为杆质心的速度，0；为撞击后杆的角速度，由公式 （2) 和 
(3) 得2个方程 


mvo = 




12 


ml 2 u 



2 




由此求出 




m 



⑺ 
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例 3 如果在上面例子中杆的一端用铰链固定，求撞击后杆的运动状态（图 147). 


撞击后杆绕 4 点转动.由公式 （3) 可得方程 


Ia 



ml 2 u 


II ， 


A 


由此求出 


0 


0 J 


3/ 

ml 


⑻ 


可以求出铰链的未知撞击冲量由公式 （2) 得 



147 


mvo 




I + lAi 


而 Vo 


ljI/2 




3//(2 m ), 故 h = mvo 


I 




1 / 2 . 


197 . 动能定理设 r- 和 r+ 分别是系统撞击前后的动能 


N 


N 


T 


2 


E «) 2 , 


T + 


2 


E « ) 


⑼ 


V 


U 


定理 撞击运动中动能的改变量等于所有撞击冲量分别点乘其作用点撞击前后 


速度之和的一半再求和: 


N 


T + 


T 









v 



V 


2 



N 一 



V 



2 


V 


V 


证明将第193小节的方程 （3) 点 乘讨得 
















1 , 2 , 


V 




， A 0. 


( 10 ) 


如果将该等式左边的写成 


V 



v 


2 


[«+o + « 


V 


「)]， 


然后对〃求和，在简单变换后利用 （ 9) 的记号可得 


N 


N 


N 


T 


T + 


2 




v 






V 


V 


V 


将第193小节的方程 （3) 点乘 V ；；，并将得到的等式左边的写成 


( 11 ) 


v 


V 


2 


[«+^) 




V 


「)]， 


然后对 P 求和可得关系式: 


N 


N 


N 


T + 


T 


2 


E 77 ^ (V^ 


o 2 + E ^ e) 




V 


V 


V 


( 12 ) 


用等式 （ 12) 减去 （ 11) 再除以 2 可得关系式 (10). 


□ 
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例1求前一小节中例2和例3的动能改变量. 

考虑到刚体的内力不做功，撞击前杆静止，由 （10 ) 得 T + = Iv /2, 其中 V 是撞击 
力作用点在撞击后速度的大小. 

在例2中有 


在例3中有 



V0 + 


I 



ujI 


I 

61 l 一 

^ 4/ 

T + 

- h 

m 

ml 2 

m’ 

31 1 . 
ml 

_ 3/ 

m’ 

T+ = 

3/ 2 

2m 


2/ 2 



评注1等式 （11) 和 （12) 其实是2种不同形式的撞击运动的动能定理. 

下面给出其 表述： 向量和 - V | ； 分别称为损失速度和增加速度，而 


T * = ^^2 rn u { v ~ - v ^) 2 = - v ~) 2 (13) 

U=1 U=1 

是损失（或增加）速度的动能 ，差 T + - T - 称为撞击运动的增加动能 ，差 T - - T + 
称为撞击运动的损失动能.利用这些术语，关系式 （11) 可以叙述为:如果认为撞击过 
程中内外撞击力的作用点的速度是常量，等于其撞击后的速度，则损失动能等于损 
失速度动能减去内外撞击力所做的功. 

关系式 （12) 可以叙 述为： 如果认为撞击过程中内外撞击力的作用点的速度是 
常量，等于其撞击前的速度，则增加动能等于损失速度动能再加上内外撞击力所做 
的功. 


§3. 刚体的撞击运动 

198. 自申刚体的撞击我们研究给定撞击对刚体运动的影响.由于刚体的运动 
状态完全由刚体上某个点的速度向量和刚体角速度向量确定，因此自由刚体的撞击 
运动问题归结为求撞击时这2个向量的变化. 

对了简化: i 十算，取刚体质心为坐标原点，坐标轴选为刚体的质心惯性主轴，引入 
记号：分另提外撞击冲量主向量沒 ⑷、 对质心主矩1泛、 
刚体角速度向量在坐标轴上的投影， m 为刚体质量， A , B , C 为刚体质心主惯性 
矩, Ap , Bq , Cr 是刚体对质心动量矩 Kc 的投影. 

根据前一小节，动量定理和动量矩定理给出2个向量方程 

mAv G = S^ e \ AK g = L ( ^, ( 1 ) 


由此得质心速度向量增量 Nv g 和角速度向量增量 Au ; 的 投影: 

鱗 


V Gx ~ V Gx = 


s x 





V G 




v Gz ~ V Gz = 


s z 



( 2 ) 
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Lx 

~A 



Q 


- = Ly 


B 



(3) 


如果刚体作平面运动，例如平行于0即平面，则 （2) 和⑶的6个关系式中只 


剩下3个: 



V Gy 


V G 






(4) 


练习题1试证明，初始静止的刚体在相对质心的撞击运动中，开始绕中心惯性 
椭球上某个点的向径转动，惯性椭球在该点的切平面垂直于撞击冲量对质心的主矩. 


下面求刚体在给定撞击冲量下动能的变化.根据科尼希定理（见第83, 84小节)， 
可得动能表达式： 

T =臺 m 必 + i ( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ). 

先将撞击后刚体质心速度 vg 和刚体角速度代入上面表达式，然后再将撞 
击前刚体质心速度和刚体角速度代入上面表达式，将得到的两个等式相减， 
利用⑺和（3)，可得 


T + 


T 


S ⑷. 


V G+ V G 


2 


+ [ 


(e) 



+ 





2 


(5) 


利用 （2) 和 （3) 可以消去和0；+，于是动能改变量可以用给定撞击冲量的主向量 
S ( e ) 和主矩 i ^ e ) 以及％和 表示： 


T + 


T 


sl^sl^sl 


2 




A 




B 




C 




练习题 2 撞击力偶可以使静止自由刚体相对质心转动，撞击力偶矩大小为 L ， 
刚体中心主惯性矩满足表达式 A > B > C , 试证明，刚体增加动能的最大可能值为 
L 2 /(2 C )， 这时力偶矩向量应该平行于刚体中心惯性椭球的最大轴. 

例1用水平台球杆撞击台球的子午面（图148)，杆距离球质心高度/ I 为多少 
时，撞击后球无滑动地滚动？ 


设 m 是台球的质量， i ? 是台球半径， J 是撞击冲 
量的大小，如果 v 是撞击后台球质心速度， a ; 是撞击后 
台球的角速度，则有方程 


mv = I ， 


5 


ih 


⑺ 



(平面的约束反力是有限量且对撞击冲量没有贡献). 图1你 

由⑺和无滑动滚动的条件 v = ojR 可求得 ft = 2 i ?/5. 


例2薄片状刚体在自身平面内作任意运动，突然固定刚体上的 P 点（用铰链 
固定)， P 点位于哪里可以使刚体停止运动？ 
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设 v 是质心 G 的速度， u ; 是 P 点被固定前瞬时刚体的 
角速度.为了计算方便，取 Ga ; 轴沿着向量％ P 点的坐标用 
x，y 表示（图 149). 

因为 Gz 是中心惯性主轴，用方程组⑷来描述撞击运 

动.在这些方程中込= a ; 心 - 2 /&，其中&，心是固定 P 点 
产生的撞击冲量的分量. 


考虑到 = ?;，！；〜== 0， r = o; ， r+ = 0, 
由方程组⑷求得= — mv , S y — 0, 其中 a ; 任意 ， y = — Cu /( mv ). 于是 P 点应该 


位于半平面 2 / < 0 内平行于质心速度方向并距离质心 Cuj /( mv ) 的直线上. 


设在静止刚体的 Q 点作用撞击冲量由方程⑴和 （2) 可得< = I / m , = 
GQx /. 由此可知，初始静止的刚体撞击后的运动状态不是完全任 意的： 质心速度 

和对质心的动量矩应该垂直. 

_ 

练习题 3由上面的叙述可知，如果自由刚体运动使得 Kg • vg 7 ^ 0,则无法利 
用一次撞击使其停止.试证明，如果 li： G •叱= 0 且叱# 0 ,则可以利用一次撞击使 

其停止，并求这个撞击冲量的大小和作用线. 


199. 定点运动刚体的撞击 取固定点0为坐标原点，坐标轴 Ox 、 Oy ， Oz 分别 
与刚体对0点的惯性主轴重合,用 S 和 i 表示主动撞击冲量的主向量和主矩，我 
们来求刚体角速度改变量 Au ; 和0点的约束撞击冲量. 

角速度改变量的投影由方程 （3) 确定，其中为刚体对 O 点的主惯性矩. 
在0点的约束撞击冲量//由 （1) 的第1个方程确定： 


rnAvc = S + JT’. (8) 

% 

因为质心位置在撞击时不改变，故= Au ? x OG . 最后利用⑻得 

I f = mAu ? x OG — S . (9) 

我们研究一种特殊情况：在刚体上的 P 点作用唯一的撞击冲量/，那么 S = 
I,L = OPxI . 我们讨论一个问题:给定撞击冲量/，在什么条件下不会引起撞击约 
束反力？例如，在需要撞击使刚体产生定点运动但不确信约束有足够的强度时，就要 
回答这个问题. 

设 x G , y G ， z G 是已知的质心坐标， x , y，z 是未知冲量 J 的作用点 P 的坐标，当 
r = 0时，由 （3) 和⑼得3个 方程： 

- ^ ( x h yix) = 

^-(xly - yl x ) - ~^{yh - zly) = ( 10 ) 
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VG 

A 


(yh 



Iy) 


XQ 

B 




Xl z ) 


Iz 





这些方程对于冲量 J 的未知分量是线性齐次的，因此冲量 J 的大小可以是任意的， 
此外，求出、的冲量 J 的方向也可以相反. 


由于 J 一 0,方程 （10) 的系数行列式应该等于零: 


yyc 

~c 



ZZQ 





yxG 


c 


xyc 

~~c~ 

ZZG . iCXG 1 


ZXg 

~W 


zyc 

~A 


XZQ 

— w 

T 

xx G yyc 1 



( 11 ) 


由此可知，一般情况下 P 点可能位置的几何点位于3阶曲面上，在该曲面上的 
任意点作用冲量都不会引起撞击约束反力.将该曲面上选定点的坐标 x , y ， z 代入方 
程 ,(10) 就可以确定冲量 J 的作用线. 

在某些特殊情况下，曲面 （11) 可以退化为更简单的曲面，例如，设过固定点和刚 
体质心的 OG 轴是惯性主轴，如果取该轴为 Oz 轴，则 x G = y G = 0,方程 （11) 变为 



BP P 点位于 2 个平面 



A 

mzQ 


( 12 ) 


之一，这2个平面垂直于惯性主轴 Oz 且与刚体质心位于 O 点的同一侧，于是由方 
程组 （10) 可知（当4 B 时)，在第1种情况下冲量 J 应该平行于 Oz 轴，在第2 
种情况下冲量 J 应该平行于0?/轴.对于动力学对称刚体04 = B )，（12) 的2个平 
面成为一个，冲量 J 在该平面内取任意方向. 

例1刚体绕 O 点作定点运动，在某时刻刚体角速度等于 u ;-， 这时突然固定第 
2个点 O l5 此后刚体只能绕着过0和 Oi 的轴 u 转动，求刚体定轴转动的角速度. 

用 ah 表示轴? x 与 0 a :，02/，0 z 轴夹角的余弦，刚体对? x 轴的动量矩在 Oi 点 
固定前为 + + 点固定后为 ( Aa 2 - h B (3 2 + C ^ 2 ) u ^ (见第77 

小节、第82小节）.在 O 和点的约束撞击冲量对 u 轴的矩为零，因此在撞击过 
程中刚体对 u 轴的动量矩不变，于是有 



Ap~a + Bq ~ (3 + Cr 一 7 
Aa 2 + B /3 2 + Ci 1 
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200. 定轴转动刚体的撞击 设刚体绕着过 O 和 Oi 的轴转动（图150)，在刚体 
上作用撞击冲量 J ， 求刚体角速度改变量以及 0*(^ 点的撞击约束冲量. 



图 150 


设 Oxyz 是以0为原点的坐标系， Oz 轴沿着转动轴, 
Ox 垂直于撞击冲量，向量 J 的分量为 0 J y J z . 质心 G 
和冲量作用点 K 的坐标分别为 a ; G ，2/ G ， ZG 和 X *， y *， z *, 
角速度 u ; 的分量为 0,0， r . 在0和点的撞击约束冲 
量和/〃的分量分别为 和 刚体对 
O 点的惯性张量的矩阵 •/ 的形式为第 77 小节中 （ 4) .点 
0和 A 之间的距离为 ft . 

由动量定理和动量矩定理得 


mAu? x OG = J -h J' + JAu? = OP* x JT + OOi x I n . 

将这些关系式的标量形式写成 


-mt/cAr = /‘ + /:， 

(13) 

mxoAr = I v + 1; + Ij , 

(14) 

o = i z + r z + i^ 

(15) 

JxZ^T = y^Iz 一 Z^Iy 一 hly , 

(16) 

一 Jyz^^ ~ _ + hl x , 

(17) 

= X^Iy 

(18) 


由最后一个方程可以确定角速度改变量 An 如果撞击冲量 J 和刚体转动轴不共面， 
则 Ar 一 0.其余5个方程 （14) 〜 (17) 需要确定0和 A 点的撞击约束冲量 r 和 J 〃 
的6个未知分量，显然无法分别求出忽和 g ， 只能确定它们的和. 

假设 Ar # 0,我们求0和 A 点不产生撞击约束反力的条件.当 r = J 〃 = 0 
时，由 （15) 可知 I z = 0,即撞击冲量平行于 O2 /轴.由 （13) 可知 2 /g = 0,可见，质心 
位于垂直于冲量且过转动轴的平面内.如果= 0,即质心位于转动轴上，则该问题 
无解: 当 J # 0时总是产生撞击约束反力. 

设# 0 ，由 （ 14) 和 （ 16) 可得心 — mxQZ ^ = 0 或者 

N 

m u x u (z u — z*) = 0 - (19) 

U=1 

由 （17) 可知心= 0,再利用条件 2 /g = 0得 

N 

y^rn u y u (z u - z^) = 0 . 


( 20 ) 


[200] 


§3. 刚体的撞击运动 


• 297 • 


等式 (19) 和（ 2 0)表明（见第78小节），转动轴是刚体对 （0,0， z *) 点的惯性 主轴. 

因此，当转动轴是刚体惯性主轴时，任意大小的撞击冲量都不会使 O 和 A 点 
产生撞击约束反力.如果这个条件成立，则冲量应该垂直于过转动轴和质心的平 
面，并且应该位于垂直转轴的某个平面内，转轴是刚体对该平面与转轴的交点的惯性 
主轴. 


最后由 （14) 和 （18) 可得 



( 21 ) 


这就确定了撞击冲量的作用线，称之为撞击轴，它与过转轴和质心平面的交点称为 

撞击 中心. 


例 1 (薄板情况）平面图形可以绕自身平面内的某个轴 Oz 转动（图1 5 1)，对 
任意 Oz 轴都可以找到撞击中心，这可以从 Oz 轴总是轴上点的惯性主轴得到•为了 
证明这个结论，我们将坐标系 Oxyz 的原点平移到 （0,0， z *) 得到 04 Vz ， Oa ; 轴（和 
OY 轴）位于薄板平面内，那么对于刚体上每个质点风都有％ = 0,因此= 0. 

如果按公式 （19) 选择 z *， 即 z * = - x —- ，则= 0. 

rrixo 


如果冲量 J 垂直于薄板平面且其作用点 Q 位于 & x ， 轴上， Q 点的坐标值为（利 


用公式 (21)) x ! = 
离转轴为 2 a /3. 


i ， 则 Q 为撞击中心.例如，对于宽为 a 的均质门，撞击中心距 
mxc 




图152 


例2 边长分别为 a ， b ， c 的均质重长方体沿着光滑平面滑动，长为 c 的棱边沿 
着竖直方向（图152)，滑动方向垂直于长为6的棱边.突然固定这个棱边使其不动， 
求使六面体翻倒的滑动速度 


撞击后六面体的运动是定轴转动，转轴 u 是被固定的棱边，由于撞击时对该轴 

S 


的动量矩不变，故 


-mvc = J u oj 


( 22 ) 
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其中 m 是质量， o ; 是撞击后六面体的角速度，人是对 u 轴的惯性矩.根据第75小 
节、第76小节有 



六面体翻倒的充分必要条 件是： 重心在沿着半径为 %/ a 2 + c 2 /2 的圆周运动时，将穿 
越过 u 轴的竖直平面，这时重心比初始位置升高 


h = ^(\/ a 2 + c 2 — c ). 



如果 


则会翻倒.由(22)-(25)求出 


r ： J u ^ 2 > mgh , 



(25) 


v 


2 


> 


4夕 ( a 2 + (?){ y / a 2 + c 2 — c ) 

3 c 2 



例 3 杆儿 B 的^ 4 端用铰链固定，另一 
端用铰链与杆连接（图153)，2杆静止并 
共线.在距离 B 点为 a 处垂直于杆作用冲量 
/,求撞击后杆的运动以及4和 B 处的撞击 
约束冲量.假设杆是均质细杆，每个杆质量为 


m , 长为 Z . 

解除 B 处的铰链，分别研究2杆在给定冲量 J 和约束冲量 I a Jb 作用下的运 
动.用 vi , v 2 表示撞击后杆 AB.BC 的质心 G u G 2 的速度，用 oj u uj 2 表示撞击后杆的 
角 速度. 因为撞击后 AB 杆绕 A 作定轴转动，向量扒垂直于杆，且 外 = aM /2. 
这些向量在图153上用其在坐标系 Axy 上的投影表示，其中 Ac 轴沿着杆. 

由动量定理和动量矩定理，对每个杆有： 



— TTll^CJi = — IByl ， 
o 


mv 2x = I f Bx^ mv 2y = I + 



(26) 


推^据杆和 BC 杆的运动求出的撞击后铰链 B 的速度应该相等: 

0 —— V2x ? U)\l = ^2y — 2 ^ 2 ^* 


(27) 


又因为 

^Bx = Ibx ， ^By = 

则得到10个方程(26)-(28),求解得 

61(21 - 3 a ) 6/(8 a - 3/) ^ 3/(2 a + I ) 

^ 1= 7 m/ 2 ’ ^ 2= 7 m〆 ， 的 31 = 0 ， 吻 = 7 ml ’ 


( 28 ) 



[201】 


. 刚体碰撞 


• 299 • 



^Ay 


(21 


3 a ) I 


71 


Ib 


I’B 


0 , Ib 




2(2 卜 3 a)I 


71 


由 此可以看出， 1) 如果 a = 5 Z /11， 则 叱 = 0； 2 ,撞击后 2 杆保持 共线; 2) 如果 a = 2//3, 
即冲量 J 作用在杆绕 B 点转动时的撞击中心上，则杆保持静止. 


§4. 刚体碰撞 


201. 恢复系数设 2 个运动的刚体执和在时刻 t =如以其表面上的 Oi 
和0 2 点相互接触（图 154), 该时刻和 (9 2 点的相对速度不在公共切平面内，那 
么刚体相互撞击，在切点产生撞击力，分别作用于2个刚体，大小相等方向相反 • 


我们认为刚体是绝对光滑的，那么撞击力及 
其冲量乃和 J 2 都垂直于刚体历和的相撞 
曲面的公共切面.设 n 是刚体接触点的法向单位 
向量，指向第2个刚体，而 n fc 是刚体风在 Ofc 
点的法向单位向量，指向刚体内部，那么显然有 

= Tl»2 =— 几 1 ， Ik = I 几 k (& = 1 ， 2 )， (1) 



图154 


其中了是撞击冲量的大小. 〆 

I 的值事先是不知道的，这与前一小节讨论的刚体在给定撞击冲量下的运动不 
同.刚体碰撞问题是已知碰撞前运动状态求碰撞后运动状态和撞击冲量.然而，即使 
在很简单的碰撞问题中，未知数也多于动力学定理给出的方程数，因此必须补充物 
理假设. 

绝对刚体的假设在这里是有缺点的，必须假设刚体的碰撞点附近有很小的变形. 
碰撞过程分为两个 阶段： 在从 t 到 t = to + n 的第1个阶段内，2个刚体沿着 
公共法线相互接近，并且 Oi 和0 2 点的相对速度在公共法向投影减少，当减少到零 
时碰撞第1阶段结束.在第1阶段结束时刚体的变形最大，然后开始第2阶段 . Oi 
和0 2 点的相对速度在公共法向投影在 t = t 0 + n 时改变符号，在 t > to + n 时增 
大;恢复变形的刚体沿着公共法向相互远离.当 t =纪+ n + t 2 时2个刚体以一个 
点接触,然后相互分开，碰撞的第2阶段结束，整个刚体碰撞过程结束., 

观察发现， Oi 和0 2 点的相对速度在公共法向投影一般不会达到原来的值（碰 
撞前).刚体碰撞过程的全面研究需要详细分析其物理性质，还需要十分复杂的数学 
分析，这些超出了理论力学的范畴.为简化碰撞现象的复杂性质，我们采用牛顿提出 

的运动学假设： 碰撞后与碰撞前刚体接触点的相对速度在公共法向投影的绝对值之 
比为某个常数，不依赖于相对速度和刚体的尺寸，只依赖于材料. 

这个比值称为恢复系数，今后将用 x 表示.设和是％点在碰撞前后 
的速度 （fc = l ，2)， 那么 


(^O! - v o 2 )' n = -x( v O! - v o 2 )' n ' 


( 2 ) 
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考虑到关系式（1)，等式⑺可以写成 


幻左 • n l + v o 2 - n 2 = -X^O! - n l + v o 2 - n 2). ⑶ 


恢复系数刻画碰撞后相对速度的法向分量的恢复程度，完全恢复是不可能的，所 
以 0^1. 如果 X = 0则是完全非弹性碰撞，这种情况下碰撞过程只有第1个阶段， 
当达到最大压缩时，不发生恢复变形，2个刚体一起运动.如果 x = 1则是完全弹性 
碰撞，在碰撞第2个阶段变形完全恢复，接触点相对速度的法向分量的绝对值达到 
碰撞前. 0 < x < 1 是物理实际情况，称为非弹性碰撞. 

利用假设 （2) 时需了解，它是实际物体真实碰撞规律的一阶（粗略的）近似 P 

例1作为应用牛顿假设 （2) 的例子，我们讨论质点与固定光滑曲面碰撞的 
问题. 



设碰撞前质点的速度为 r _ ， 与曲面的外法线夬角为 a ( 见 
图155,其中 O 是碰撞点， t 是向量 n 和构成的平面与曲 
面交线的切向单位向量)，已知质点的质量 m 和恢复系数，求 
碰撞后速度的大小、反射角以及碰撞冲量的大小 J . 

动量定理给出2个 方程： 

v + sin 3 — v~ sin a = 0, 

_ (4) 

m{v + cos /3 + v— cos a) = I. 


由关系式 （2) 可得第 3 个 方程： 

v + cos /3 = x v ~ cos a . (5) 

由⑷和 （5) 求得 


tan P = — tana, =v~y sin 2 a-h x 2 cos 2 a, I = m(l + x) v ~ cos a. (6) 

X v 

由 （4)-(6) 可知，碰撞前后切向速度相等;在完全弹性碰撞情况下入射角等于.反射角，、 
速度大小不变 （a = 久 = V -); 在非弹性碰撞情况下入射角小于反射角 （/?> a); 
在完全弹性碰撞情况下碰撞冲量是完全非弹性碰撞情况的2 倍. 

例2 均质杆可以绕过其重心的水平轴转动，当它处于平衡状态巧，一个质量为 
m 速度为的小球击中杆的一端，杆的质量为 M 长度为 2 a ， 恢复系数等于 x . 将小 
球看作质点，求碰撞后小球和杆的运动状态. 

①对这个问题的讨论参见： IlaHOBKO H. T. BseAeHHe b TeopHio MexaHH^ecKoro y^apa. — 

M.: Hayna, 1977. 最近关于碰撞的数学模型及其分析参见 ： MBaHOB A. II. HHHaMHKa chctcm c 

MexaHHMecKHMH coyAapeHHHMH. —— M,: MejKAyHapoflHaji nporpaMMa o6pa3oeaHHfl, 1977. 
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设0是碰撞后小球的速度， u ；+ 是碰撞后杆的角速度，由动量矩定理（相对杆 


质•心）得 


mva 


mv 



a + 


⑺ 


又由牛顿假设有① 



⑻ 


由⑺和 （8) 求得 



3m 





Sm + M ’ 



3(1 + x) mv 

(3m + M)a 


202. 两个光滑刚体相撞的一般问题 刚体 B k (k = 1,2) 的质心固连坐标系 
G k x k y x z k 的坐标轴沿着刚体的中心惯性主轴（图154)，用 A k ， B k ， C k 表示相应的 
主惯性矩，用 mfc 表兩刚体的质量.在坐标系 GkXky x Zk 中， Ok 的坐标为 O ^ feUfe )， 
法向单位向量 nfc 由方向余弦 afc ,/? fc ，7 fc 给出.设 o ； fc 是刚体氏的角速度，外是 
刚体质心 Gfc 的速度，如果已知碰撞前这些物理量的值，求碰撞后它们的值. Aa; fc = 

和△% = v ^- v ^ 在坐标系 GkXkVxZk 中的分量分另！1表示为 △ Pfc ， Agfc ， Ar*fc 
和 △〜， △、，△化.碰撞冲量及相对质心 Gfc 的矩 Mfc = GM ； x 忍在坐标 
系 GkXkVxZk 中的分量表示为 Mrfc = Kfc ， = h / fc ， = / Cfc ， 其中 Ofe = 

2/fcTfc ~~ Pk > Vk = ^ Cfc ^ ^kPk 一 Vk^k- 

由动量定理和动量矩定理给出 12 个方程： 


AkApk = /^fc, BkAqk = Irjk, CfcArfc = /Cfc, 

THk^^Xk = lak ， Tflk^Vy k = I 卩 k ， = 1 Tfc (々 = 1， 2 ). 

由此求出碰撞后刚体 Bfc 的运动 学量： 

m 

pt = p: + 1 兔， qt = % r t = r k +1 氧， ⑼ 



由 （ 10) 可知，刚体质心切向速度分量没有改变. 

在方程⑼和 （ 10) 中包含未知碰撞冲量/，如果求出它并代入方程 （ 9) 和 （ 10 )， 
则2个光滑刚体相撞的一般问题就解决了. 

我们利用 (3) 来求 J . 根据 = v ++ a ;+ x G ^, t ； o fc = + 0；厂 x GMc 

以及向量混合积的性质有 


( v^ k - VqJ n k = Av k - n k + ( G k O k x n k ) - Ao; fc 




@ 原文此处有误，已更正 . 
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再利用⑼和 （10) 可以写成 


« - ^ O fc ) 



A k ^ B k 



{k = 1,2). 


对 fc 求和可得 
其中 



由方程⑶和 （11) 求出 




" 2 


iVo^ - n l + v 0 2 * n 2). 


( 11 ) 

( 12 ) 


(13) 


可以发现， -(^ o 1 *^ i + v o 2 *^2) 是碰撞前刚体上接触点 A 相对刚体的速 
度在执的内法向投影，我们用表示.碰撞前2个刚体相互接近，这个量是正的， 


因此 

该等式右边的量都是已知的. 




将 （14) 的了代入⑼和 （10) 就可以完全解决2个光滑刚体相撞的一般问题了. 

评注2 (恢复系数的动力学解释）设 (k = 1,2) 分别是在碰撞 
第1阶段结束时刻 t = to + Ti , 刚体 Bfc 的质心速度、角速度和接触点 Ofc 的速度， 


在该时刻成立的等式 

v ol * n i + v ol * n 2 = 0 (15) 


表明，在 f = t 0 + n 时刻， Oi 相对 0 2 的速度在接触面的公共法线方向投影等于零. 

设/ ⑴， /( 2 )分别是碰撞第1和第2阶段作用在刚体上的冲量，那么有 


J ⑴ + J( 2 ) = I 


(16) 


以及等 式⑼和（10 )，其中上标“+”要用⑴代替 ，了 要用 J ⑴ 代替. 

/ ⑴由 （15) 求出，完全类似于上面由 （3) 得到 （14) 的计算，可得 


/⑴ 


以 TTI 


再由 （14) 和 （16) 得 


/( 2 ) 


X 


u 




T71 


因此有 


/( 2 ) 

7(i) 


X 


即2个绝对光滑的刚体碰撞时第2阶段和第1阶段产生的冲量之比等于恢复 系数. 
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例1 (撞墙（固定障碍物 ）） 设刚体 B 2 为固定障碍物，令％一 == 0， u ^~ = 0并且 
m 2 , A 2 , B 2 , C 2 为无穷大，由（ I 2 )得（对应历的下标⑴都省略不 写)： 




{ x (3 - ya ) 2 

C 


(17) 


u rn 是刚体历的 Oi 点速度的法向分量，该法向从墙向外指向刚体.冲量大小用公 
式（ I 4 )和 （17) 计算. 关系式⑼和 （10) 可以写成 


P + 




P~ +1 


(2/7 


zH) 


A 








za 




X7) 


B 


r + 


r 



(xf3 


yot) 


c 


V 




V 





m 


7l\. 


例 2 半径为 i ? 的均质轮在竖直平面内沿着水平面无滑动滚动，碰到一个高为 
h 的障碍物 （/i < i ?). 碰撞时没有摩擦，恢复系数为 X . 试证明，如果 



R , 


则无论碰撞前轮心速度是多少，轮都不能翻越障碍. 

设 a 是轮心 G 到障碍物最高点 O 的连线与竖直方向 
的夹角（图156)，是碰撞前轮心速度，而是碰撞后 
轮心速度的分量.由于没有摩擦，作用在轮上的冲量 J 沿着 
半径所以碰撞时轮的角速度不变. 

因为轮作无滑动滚动，故碰撞前接触点的速度 u 的分 
量为（一 u cos a ,— 1 ； sin a ). 由动量定理和牛顿假设 （ 2 ) 可得 3 
个方程 （ rri 为轮的质量)： 


y 今 



图156 

% 


m(v 






/sin a , mVy = / cos a , v 丄 sin a — cos a = —\v sin a , 


y 


求解得 


I = m(l + x)r sina ， = v[l — (1 + x ) sin 2 a ], Vy = (1 + x ^ sinacosa ;. 

% 

如果 4 < 0，即 （1 + x ) sin 2 a > 1, 则轮不能翻越障碍而向后弹回（如果= 0 
则轮沿 Gy 轴向上飞）.又由于 


故应该满足条件 


sin 2 a 


[ R 2 一 （ i ? 一 ft ) 2 ] 

R ? 



由此可得出要证明的结论. 
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203 - 光滑刚体碰撞的动能变化对每个刚体按§3的公式⑹有 





+ ( J k - Vfc +M fc .O. 


利用第202小节的记号，这些等式可以写成 

ATfe = y(i + ^ + ^ + ^) + /(Wfe " +< x 硕). nfc . 

考虑到 + ^ x GM , = Vo k , 求和后再利用记号 （12) 可得2个刚体的动能改 
变量 

AT = ATi + AT2 = -/ 2 / x 2 + 1{ vq x - rii + Vq 2 - n2 ). 

注意到等式 （13) 和（14)，上面不等式可以 写成： 

AT = - { ^ p - u 2 Tn . (18) 


只有当碰撞是完全弹性 （X = 1) 时， 2 个刚体动能之和不改变，其它情况下都会有动 

能损失 （AT <0). 产 


204. 两个光滑刚体的对心正碰撞我们将垂直于公切面并过接触点的直线称 
为碰撞线 （图154中刚体风的曲面法向单位向量 n fc 位于碰撞线上)，如果碰撞俞 
质心的速度平行于碰撞线，则称为正 碰撞. 前面已经得到，速度外的切向分量 
不改变，因此，在正碰撞情况下刚体质心在碰撞后的速度也平行于碰撞线/ 

如果碰撞前刚体的质心位于碰撞线上，则称 为对心 碰撞.在对心碰撞情况下，碰 

4 

撞冲量对质冗、的矩 M h .= G ^ o ~ k xi k 等于零（在公 式⑼中 a ， 取， a 等于零)，所以 
根据公式 （9) 可知，在对心碰撞情况下2个刚体的角速度不变. 

我们研究2个光滑刚体的对心正碰撞问题.这种情况下刚体质心位于碰撞线上， 
碰撞前后质心速度都平行于碰撞线.因为碰撞时刚体角速度不变，2个光滑刚体的对 
心正碰撞问题归结为求刚体质心速度在碰撞线上投影的变化.最简单的刚体对心正 
碰撞的例子是质心沿直线运动的2个同样的球碰撞. 

4 

碰撞线的正方向取为刚体的内法向 n = n 2 . 设冗和 4 (fc = 1，2)是刚 
体碰撞前后质心的速度在碰撞线上的投影，要发生碰撞，在碰撞前必须有一个刚 
体质心的相对速度指向第2个刚体. 

碡 

因为 ik =f Hk = Ck = 0,故由公式 （12) 有 





m\m2 

mi + m2 


将 / x 2 代入 （14) 并注意到 



(19) 

( 20 ) 
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可得碰撞冲量: 



(i + x )^^ K ) 

mi + m2 


对每个刚体用动量定理可得2个 方程: 



rrti ( v ^ 






I ， 


m 2 ( v } 


V2 ) 




I . 


由此可得刚体质心速度在碰撞线上的投影: 



(mi 


X ^2 )vi + m 2 (l + x )^2 


mi +rri2 



^i(l + x)^f + ( m 2 




Xmi ) v 2 


mi + m 2 

考虑到 （ 19) 和 （ 20 )， 由公式 （ 18) 计算碰撞的动能变化 


AT 




X 2 ) 


m \ rri 2 

mi + m2 




^) 2 . 


( 22 ) 


(23) 


下面研究 2 种特殊 情况： 

1) 完全弹性碰撞 （X = 1) .由 （23) 可知在这种情况下没有动能损失 （AT 
公式 (21), (22) 给出碰撞后刚体质心速度和碰撞 冲量： 




0)， 



(mi 


m 2)^r + 27712^2 


mi + m 2 



2miVi + (m2 




mi ) v 2 


mi + rri 2 


(24) 



mirrt 2 

mi + m 2 



(25) 


如果 2 个刚体质量相等，则 = 〃 2 -， 即碰撞前后 2 个刚体的质心速度 
相互交换.理想气体分子以这样的方式碰撞并传递动量. 

2) 完全非弹性碰撞 （X = 0) .由 （22) 可得 


V 


1 = v 2 = 


miVi + 7712 ^ 

mi + m2 


(26) 


即碰撞后2个刚体质心速度相等.这种情况下动能损失按公式 （23) 计算得 



m \ rri 2 

2 (mi + m 2) 



( 27 ) 


根据（ 21 )，碰撞冲量为 



m \7 n 2 
mi + m 2 





即比完全弹性碰撞小2倍. 
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例1 (与墙的对心正碰撞）设墙为刚体执，令斤= 0且 m 2 为无穷大，由 
(21)-(23)求出： 

4 = 一 X 《， 4 = 0 ， J=(l + x 卜幻「， ^ = - ^(1 - X 2 )m\(v^) 2 . 

例2 (公式 （23) 的实际应用）设固定不动« =0)，要利用刚体迅的碰 
撞使其运动.碰撞前刚体历的动能等于 mi ( t ； r ) 2 /2, 设动能的大小了是给定的，令 



AT 

"Y" 





x 2 ) 


m2 


mi +m2 


在给定 x ， m 2 的情况下，7/是 mi 的 函数. 

如果我们希望刚体 b 2 获得最大速度，则必须减少动能损失 | Ar |， 即增加刚体 
Bi 的可能质量 77 H . 例如，钉钉子用重链慢速比轻链快速更有效. 

当需要破坏刚体时，属于完全弹性碰撞情形，这时需要增大动能损失 |AT|, 
即减少刚体的可能质量 mi 例如，锻压最好是轻锤快速. 

例3两个平动刚体 Bi 和对心正碰撞，试求碰撞后使历停下的充分必要 

条件. 

由 （22) 的第1个公式可知，碰撞后历停下的条件是 


(77^ — xm2)vi + m 2 (l + x)^2 = 0 - 

由此可知： 1) 如果 < ; 0则％ = mi / m 2; 2) 如果碰撞前2个刚体速度大小相等方 
向相反 （< = — u 「）， 贝 1 J 1 + 2% = mi / rri 2 - 

练习题4 (两球斜碰撞 ） 2球对心碰撞不一定是正碰撞，因为2球质心速度可 
以不沿着质心连线，一般情况下是2球斜碰撞.试证明，2个均质绝对光滑的球斜碰 
撞时，它们的角速度、质心速度在公共切面上的投影都不改变，而质心速度在碰撞线 
上投影的变化与正碰撞一样. 


§5. 撞击运动理论中的微分变分原理 

、 

205. 动力学普遍方程我们研究 iV 个质点 P v {v = I ， 2 ,…， iV ) 组成的 系统. 
系统的状态在固定的直角笛卡儿坐标系中由各点向径 TV 和速度％给出，假设系统 
是自由的，或者非自由的耳约束方程具有第一章§3中 （1) 和 （2) 的形式.由于撞击 
冲量凡的作用，或者突加新约束，或者解除某些（全部）约束，或者上述两者、三者 
同时出现，系统将产生撞击运动. 

约束对系统质点速度的限制由下面等式给出（见第一章§3中 （2) 和 （3)): 

N 

^ B 1V . + 6 7 = 0 (7=1,2, •••’Z). ⑴ 
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其中向量和标量是7*1，7*2,…的连续函数, Z 表亦完整约束和非完整 
约束的总数.如果撞击运动由给定撞击冲量产生且撞击时系统结构不发生变化，则 z 
等于系统完整约束和非完整约束的总数 r + 如果撞击时系统结构发生变化（约束 
数改变)，则 Z 不等于 r + & 

如果约束是定常的，在⑴中 6 r 三0 ,向量函数不显含 
下面研究⑴中卜三0 而向量函数显含 t 的情况.这些约束对速度是线 
性齐次的，同时允许可能速度为 < 和 - < 的可能运动，因此称为可逆约束 

例1第64小节的例子中的约束是可逆的非定常约束. 

虚位移 (5 rv 由下面等式确定（见第一章§3中 （12) 和 (13)): 

N [ 

B 1V - Sr u = 0 (7 = 1，2，...，?). (2) 

V—\ 

由于撞击时间极短暂，可以认为向量函数是常数.由此可以认为虚位移向量 
Sr u 在从 t =妃到 t =妃+ t 的撞击时间内不依赖于时间. 

设 ilp 是作用在尺的约束反力的合力，在撞击过程中可以认为所有约束都是 
理想的，即在从 Z =《0到 t = to + 丁 的任意时刻，第 55 小节中等式 （ 10) 成立. 

用札表示作用在尺的撞击约束冲量， 

/ to+T 

Jii / dt . 

j 

将第 55 小节中等式 （ 10) 两边对 f 从 f =妃到 6 =妃+ t 积分，考虑到 (5 rv 不变 ，得 


N 

^ IvR - Sr u = 0. (3) 

I/=l 

设 L 是作用在尺的主动撞击冲量,那么第192小节中等式 （3) 写成 

# 

rrtuAv ^ = I v + I u r (" = 1，2 ,… ， iV ). (4) 

将上式重新写为 I , - m v ^ v v = 后，每项点乘 5 rv 并对^求和，考虑到等式 （3) 
得： 

N 

— m ^ Av ^) - 8 r v = 0. (5) 

z/=l 

这就是撞击运动理论中的动力學普遍方程. - m u Av v = - m v { v ^ - v ~) 可以称为惯 
性撞击冲量.方程 （5) 表 述为： 撞击后系统可能运动状态是真实状态的充分必要条 
件是，主动撞击冲量和惯性撞击冲量在任意虚位移上的功等于零. 


①参 见： Ilapc JI. A. AHajiHTHMecKan ^HHaMHKa. M.: Hayna, 1971. 
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下面详细分析⑸中的含义.如果撞击时系统结构不变，则具有其通常 
的含义:它们满足第一章 §3 中方程 （ 12) 和 （ 13) (或者本小节中的等价方程 （ 2)) .如 
果撞击时系统结构发生变化，情况就比较复杂了.设是撞击前的虚位移，而在 
t = t 0 时系统出现新的理想约束，这些新约束在撞击后依然存在，变结构系统新的虚 
位移为知夂由于增加了新约束，显然知；：的集合包含士的集合.为使⑸中的 
虚位移适用于从 f &到 f =化+ T 的整个撞击过程，必须令 5 rv = 5 r +. 而撞击时 

理想约束被解除则属于另一种情况,这时具有撞击前结构的系统的虚位移集合 
包含于集合，在 （5) 中应该取 5 rv = 5 r ~. 

例2四根铰接在一起的无质量杆组成平行四边形 ( X 4 BC (图 157), 铰链 O 固 
定不动，铰链 A 和 C 处放置质量为 m 的质点.沿着对角线 BO 作用一个撞击冲 
量 J . 假设 a 角给定，求撞击后铰链 A 和 C 的速度. 

动力学普遍方程 （5) 写成 

I - Svb — tuAva - Sr a — mXvc • Src : = 0 . ( 6 ) 

设 Z 为杆长，由图 157 有： 

r' A — /(cos a , sin a ), r' B = 2/( cosa , 0), 
r f c = l (cos a , — sin a ), V = (—7,0), (7) 

5 r r A = /(5 a (— sina , cosa ), 

Sr f B = —2/(5 a ( sina , 0), (8) 

Svq = —/(5 a ( sina , cos a ). 

设 < = {^ Ax , V A y ), V ， c = (奶 c ， V C2/ )， 那么 

mAv f A = m ( vAx , VA y ), mAvc = m ( vcx , vcy ). (9) 

考虑到关系式 （7)-(9)， 重新写出⑹并消去 Wa 后得 

2/ sin a + m(vAx + vex ) sin a — m ( vA y — vcy ) cos a = 0. (10) 

由 (7) 可知 vax = —/sin aa , va v = I cos aa , vc x = —l sin aa , vc y = —l cos aa . 

由此得 3 个方程： 



^Ax 




VCx, 


^Ax 


t)stn otu^jy ^ 


v Ay 


v Cy 


( ii ) 


由 （10) 和 （11) 可得撞击后铰链 A 和 C 的速度分量: 


^Ax 


VCx 


I sin 2 a 


rrt 


v Ay 


v Cy 


I sin 2a 

9 

2m 
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206. 若尔当原理 撞击时系统各质点的坐标不改变，只改变速度，因此利用若 
尔当原理(见第三章 § 2 ) 求解撞击运动问题比动力学普遍方程 ( 6 ) 更方便.将关系式 
(5) 用下面等式代替 

N 

— ntjyAVjy) - SVjy = 0 , ( 12 ) 

l/=l 

其中 - v ~, 速度变分5%满足（根据第 20 5 小节中⑺和第一章§ 3 中方 

程 (19)): 

N 

- Sv ^ = 0 (7 = 1 ， 2 ，...， Z ). (13) 

I/=l 

关系式 （ 12 ) 给出了撞*运动理论中的若尔当原理: 撞击后系统可能运动状态是真实 
状态的充分必要条件为关系式 （ 12 ) 成立. 

为了进一步应用若尔当原理，我们来讨论关系式 （ 12 ) 中的速度变分(5%.我们 
限定讨论可逆约束情况，那么在⑴ 中\三0, 运动学可能速度由下面方程确定： 

N 

- v u = 0 (7 = 1 ，2,•••，/)• (14) 


如果撞击时系统结构不变，则确定速度变分 5% 的方程 （13) 与速度％满足的方程 
(14) 一致， 所以在关系式 （12) 中可以用任意运动学可能速度％代替 (5^， 若尔当原 
理相应地写成 

N 

- m v ) •% = ()， （15) 

l/=l 

其中 A % = < - <， 而％ 是系统质点尺的任意可能速度. 

设在撞击时系统出现新的可逆理想约束，那么在关系式 （15) 中〜 是增加约束 
后系统质点尺的任意可能速度. 

如果在撞击时系统有可逆理想约束被解除，则在关系式 （15) 中％是解除约束 
前系统质点尺的任意可能速度. 

练习题 5设有可逆理想约束的静止系统，在撞击冲量 J 〗 1 ) 和1纟 2 )分别作用后， 
各质点的速度分别为义 1〉 和 vf , 试证明，撞击冲量 心 = li l) + li 2 ) 作用后，各质点 
的速度为％ =义 1 ) + ,即冲量叠加导致速度叠加 • 

例 1 利用若尔当原理求第 196 小节例 3 ( 图 147) 中杆的角速度. 

令％ = 并考虑到= 0, 撞击后杆端点速度等于 cjZ ， 由 （15) 可得 
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这个等式可以改写成= 2了，其中 r = ^ • \ ml 2 u 2 是撞击后杆的动能，由此得 

Zi o 



3/ 

ml 


207. 高 斯原理 我们研究理想约束系统，可能速度由方程 （1) 确定.设在时刻 
t = t 0 在匕 作用主动撞击冲量忍，或者系统出现方程 （1) 形式的新约束,或者有约 
束被解除，或者这几种情况中有些同时发生. 

设和是撞击前后系统各质点的速度向量,％是撞击结束时刻 t = to + T 
质点恳的可能速度. 

设 



G = G { v u ) 是撞击后状态下系统质点的可能 速度％ 的函数. 

定理 撞击后系统的状态是在所有撞击后的可能速度中使函数 G ( w ) 取最小值 

这个结论类似于有限力情况下的高斯最小拘束原理（见第三章§3)，函数 （16) 类似 
于拘束又 

证明 4^ ^ 4- 5 v V) 我们研究差 G ( v v ) - G ( v +): 


N 


N 


G ( v u ) 


G(v^) 






Iv) - Sv u + • 


(17) 


其中< - v ~. 

因为％ 和是撞击后运动学可能速度，故速度变分满足方程 （13) 并且 
有 （12) 成立，于是 （17) 右边第一个和等于零.又因为不是所有的5%都为零，由 
(17) 可知 G ( v u ) > G ( vt ). 定理得证. □ 

练习题 6 (撞击约束冲量的极值性质）设是撞击约束冲量，试证明，撞击 
后系统的真实状态是在所有撞击后的可能速度中使函数 


N 


G 


2 



ih 


=i 


rrt 


V 


取最小值. 


我们来研究没有主动撞击冲量的特殊情况.在 （16) 中令夂= 0可知，在所有撞 
击后的可能速度％中，真实速度使函数 

1 ^ 

G = 5 Tfl v {v v — v v ) 2 

1/=1 


取最小值. 


(18) 
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例1质量为 m 长为 Z 的均质细杆 AB 和用较链 B 连接，处于静止状态 
时2杆共线，求在 C 点垂直于杆作用撞击冲量 i " 后2杆的运动状态（图 158). 


杆和的运动状态由质心速度外和仍以及 

角速度 0；1 和 U ；2 确定.考虑到撞击前静止= 0) 并且 
忽略 （16) 中与 Vi^Ui (i = 1 , 2) 无关的项，有 


A 






B 





^2 




(19) 


a 158 


设: T 是2杆动能之和， U 是撞击后 C 点速度，那么由 （19) 得 


G = T — Iu = + + + J ^) — Iu 

Zi a 


因为 B 既属于儿 B 杆又属于杆，有下面运动学关系: 




此外还有 


U 


V 2 +UJ 2 


2 


利用 （21) 和 （22) 可将 （20) 写成 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


G = 2 m 


V 2 


((^1 + W 2 ) 


2 


2 


2 


+ 2 mV2 


+ +^ 2 ) - 7 ^ 2+^2 2 


函数 G 的极值条件给出3个 方程: 


dG 

dv 2 


0, 


dG 

duj \ 


0, 


dG 

d ( J 2 


0 


由方程 （21) 和 （24) 求出: 



3/ 


^1 


4 m 


1 u；i 


2 mV 


V 2 


5/ 

4 m 


9/ 


U ；2 


2 ml 


(23) 


(24) 


的负号表示儿 B 杆的质心速度和角速度的真实方向与图 158 画出的 相反. 

例2 质量为 m 的质点在光滑曲面 f { x 1 y ^ z ) = 0上静止,在质点上作用撞击冲 

量/ = (4,4，^，求撞击后质点的速度. 

对于函数 （16) 有 





( 25 ) 
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约束方程/($，2/，^) = 0给出 



㊉ +给 


0 


(26) 


这是条件极值 问题： 需要在条件 （26) 下求 （25) 的 极值. 利用拉格朗曰乘子法，设 


F = G-X 




其中 A 是待定乘子，极值条件 


dF 

dx 



dF 

dz 



给出 3 个关系式 


mx 


4+A 篕’ 


my 




df 


mz = I z + \^. 

dz 


(26) 和 （27) 是 4 个未知数土 = 土 +， y = y +， 立=立 +， A 的4个方程 • 

可以看*，是撞击约束冲量在相应坐标轴上的投影 • 


(27) 


2/本 



O 



a 159 


(18) 给出函数 G : 


例3长为 i 的均质细杆水平向下降落时，碰到点障碍 
物，碰撞点距离杆两端分别为 3 i /4 和 Z /4 ( 图 159). 假设碰 
撞是完全非弹性的，求碰撞后杆的运动状态. 

碰撞后杆的运动状态完全由其角速度 U ； 确定.由于没 

4 

有主动撞击冲量，引起撞击运动的原因是突加新约束，即由 
于突然固定杆的0点.对杆上每个点 vr = V ，因此利用 


1 N 

^ = o ^ m v vl - 

U=1 




(28) 


设 m 为杆的质量， vc 是碰撞后杆质心的速度， Jo 是杆对0点的惯性矩，，那么 


N 

E 


m 


V 



N 

y^rriuVu = mvc, 

i/=i 


而 


N 


2 




2 J ^ 


V— 


是碰撞后杆的动能，函数 （28) 可以写成 



㈣ 


mvc - v + -TTIV 


2 
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又由于 


Jo = 


7 ml 2 

" 48 ~ 


最后写出函数 G 的表达式为 



m 


G = ^(7 u ; 2 / 2 - 2 Auvl + 48 v 2 ). 


由条件 

dG 

du 

求出 

U )= 


= 0 , 
I 2 v 

"7T 


§6. 卡尔诺定理 

208. 卡尔诺第一定理 我们研究可逆理想约束系统的运动.系统没有主动撞击 
冲量，在某时刻 t k 系统出现新的可逆理想约束，撞击运动产生的原因只是出现 
新约束，我们求系统动能在撞击时的变化. 

下面给出卡尔诺第一 定理： 

定理 如果突然出现可逆理想约束，并与原有可逆理想约束一直保持到撞击后， 
则突加新约束引起的动能损失等于损失速度动能. 

证明 可以利用第197小节的结果，在该小节中讨论了关于撞击运动中动能变 
化的一般定理，但是利用若尔当原理证明更方便（见第206小节). 

因为心= 0,对可逆理想约束成立的第206小节中 （15) 可以写成 

N 

^2 m ^ v v 一 V 广） • Vy = 0, (1) 

1/=1 

其中％ 是尺点的任意运动学可能速度向量. 由〜 = < 以及由关系式⑴可知， 

% 


N 


一 v 广） • = 0. 


(2) 


又由于 

= \ [ivv) 2 - (O 2 - (( -vif 

因此⑺写成 



2 


- 



N 


2 



«) 


2 
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或者利用第197小节中⑼和 （13) 的记号， T - - T + - T * = 0, BP 

/ 

- T + = T *. (3) 

定理 得证. □ 

这个走理可以看作是撞击第1阶段动能变化的定理，由 （3) 可知，在撞击第1阶 
段系统的动能总是在减少. 

例1两个相同的球以速度外和仍沿着直线平动，在某时刻2个球发生完全 
非弹性碰撞，碰撞后2个球成为一个整体，沿着原来的直线以速度 r 运动.利用卡尔 
诺第一定理求 t ; 的大小. 

设 m 为球的质量，那么 

T ~ = \ rn { vlvl ) , T + = mv 2 , T * = ^： m(vi — v ) 2 4 - ^ m ( v 2 - v ) 2 . 

Zt Zt 

由方程⑶求出 

V = -K + ^2). 

显然，这个等式说明碰撞时 2 个球组成系统的动量不变.这个等式也可以由第204 
小节中公式 （22) 令％ = 0 ，mi = m 2 得到. 

209. 卡尔诺第二定理 我们研究可逆理想约束系统的运动.系统没有主动撞击 
冲量，在某时刻 t 系统突然解除（一个、 一 些甚至全部）理想约束.如果变形 

阶段发生在时刻 t =化之前，则解除约束时产生撞击约束冲量且系统动能开始增加. 
下面给出卡尔诺第二 定理： 

定理系统突然解除约束获得的动能等于获得速度的动能. 

证明 像在第208小节中一样利用若尔当原理.在方程 （1) 中％ = 是约束 
解除前任意的运动学可能速度向量，有下面关系式 成立： 

N 

^2 = 0 . ⑷ 

i/=i 

又由于有恒等式 ‘ 

(vi -()•( = ■ [«) 2 - ( o 2 » o 2 ] ， 

因此 （4) 写成 

臺 E m 々广 ) 2 — 臺 E m〆!；;) 2 - 臺 E m 々广 - V;) 2 = 0. 

V —\ U =1 l/=l 

利用第 197 小节中⑼和 （13) 的记号，^ T + - T - - T * = 0, BP 

T +- T -= T *. (5) 


定理 得证. 


□ 
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卡尔诺第二定理可以看作是撞击第2阶段动能变化的定理，由 （5) 可知，在撞击 
第2阶段系统的动能总是在增加. 

例1 炮弹以速度1；平动时爆炸成等质量的2块弹片，爆炸后一块弹片的速度 
为外并保持原来的运动方向，利用卡尔诺第二定理求第2块弹片的速度仍. 

设 m 是炮弹质量，那么 


T + 


4 




T 


2 


mv 


2 


n 


4 


m(vi 


v ) 2 4 - ^ rn ( v2 



2 


再由方程 （5) 求得的 = 

V2 也可以由动量守恒条件 rm ; = mvi /2 + mv2 / 2 求出 • 


210. 刚体情况下损失速度动能 我们来计算在空间中任意运动的刚体损失速 
度动能.设 Gxyz 是中心主轴坐标系， A 万， C 是刚体对 Ga :, Gy ， Gz 轴的惯性矩， p ， g，r 
是刚体角速度 o ; 的分量， m 为刚体质量，％是质心速度， Py 点的向径 GK 在坐标 
系 Gxyz 中由分量 x u , y u ^ z y 给岀.对 于只/ 点的速度有 w = vg + x GP U1 所以 K 
的损失速度分量为： 


v ux - v tx = v Gx - V Gx + (Q~ - 9+)4 — ( r -- r+ )%， 


V :y _ V ty = ^Gy - V Gy^ ( r ~ - 卜)〜 —(P——〆 )〜， 

^ - Vuz = ^Gz - V Gz + ( P ~ - P + H - - 

对于所有质点的损失速度动能有表达式 



根据坐标系 Gxyz 的选择有下面等式 


N 

E 


m u x 


V 



N 


N 


N 


> : TTti/Xi/yi/ = > : = 〉: TTlj/Zi/Xj/ 


0, 


V 


V 


V 


N 


N 


N 


Ylrn u (yl^zl) 




A . 


yZ m A x l + vl) 




c. 


V 


V 


V 


由这些等式以及⑹和⑺得 


T * = - v ^) 2 + 音 [4 (p -一 p +) 2 + B ( q ~ - q ^) 2 + C ( r ~ - r +) 2 ] 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


⑼ 

( 10 ) 


( 11 ) 
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在刚体绕 o 点作定点运动情况下完全类似地得到 


T * = \[ A { p ~ - p +) 2 + B ( q ~ - q + ) 2 + C ( r ~ - r + ) 2 ], (12) 

其中汔 B ， C 是刚体对 O 点的主惯性矩，而 p ， g ， r 是 U ； 在惯性主轴 Oo :， Oy , Oz 上的 
投影. 

我们再看刚体绕 u 轴定轴转动的情况.设该轴过固定点 O , 转轴 u 与 Ox , Oy , 
Oz 夹角的余弦用 a ， /?，7表示，那么 p = o ; a，g = u ;0 ，r = u ；7 且公式 （12) 写成 

T * = ^ ( Aa 2 + B / 3 2 + C 7 2 )(uT — o ;+) 2 . 

又根据第 77 小节的公式 （7) 有 4 a 2 + B /3 2 + C 7 2 = 人，其中入 是刚体对转动轴的 
惯性矩，所以 

T * = ij u ( o ;-- u ; + ) 2 . (13) 

例1利用卡尔诺第一定理求第207小节的例207中撞击后杆的角速度. 
撞击前后杆的动能有 


T -^腳 2 ， ： T + 


1 7 ml 2 


2 


48 


UJ 


2 


损失速度动能按公式 （11) 计算: 


2 


T * 


2 


m v 


^4 


# 


+ 2 12 


ml 2 uj 2 


将 （14) 和 （15) 代入 （3) 得到 a ; 的方程，求解得 


UJ 


I2v 


例2利用卡尔诺定理求第199小节的例1中刚体角速度 
利用第199小节中记号和公式（12)，方程 （3) 写成 

[ A ( p ~) 2 + B ( q ~) 2 + C ( r ~) 2 ]- ( Aa 2 + B (3 2 + C 7 2 )( o ; + ) 2 
= A ( p ~ — au + ) 2 + B ( q ~ — /3 u ; + ) 2 4- C ( r ~ — 7 W +) 2 ， 


由此得 


UJ 



Ap ~ a + Bq ~ (3 + Cr—7 
Aa 2 + B 0 2 + Ci 1 


例 3 利用卡尔诺定理求第 196 小节的例1中皮带轮的角速度 
我们有 一 • 

T~ — - JiO；i 4- - J2^2) = - JlOj -h - J2^2- 


(14) 


(15) 
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而 T * 按公式 （13) 计算： 

— —Ji(u；i — fii) 2 + — J2(u；2 — ^2) 2 * 

考虑到 fiin = f ^2， 由方程 （3) 得 


= 


JlUJ\V2 + J2^2 r l 
J \ r \ + J2r \ 厂 2 


211. 卡尔诺第三定理与广义卡尔诺定理 可逆理想约束系统的动能经过碰撞 
的2个阶段一般会减少，只有在完全弹性情况下动能不变，这就是卡尔诺第三定理. 
我们这里不给出一般情况下的证明，可以看出，在2个绝对光滑刚体碰撞的特殊情 
况下，这个定理在第203小节中已经得到. 

在第203小节中的 （18) 可以写成另外的形式，将其右边用和恢复系数 X 表 
示，为此，由第210小节中的公式 （11) 求岀 


2 


2 


T , 


2 




k=l 


郝+沿鐵- 


O 2 + B k { q ^- qt ) 2 + Ck ( r : - r +) 2 ] 


考虑到第202小节中（9)， （10) 和 (12), 该表达式写成 


T , = -^1 2 . 


再考虑到第202小节中 (14), 由第203小节中公式 （18) 得 


T 


T + 



Ifi 2 


2 


X 2 t 2 


2fi 2 


1 + X 


2(1+ X ) 




最后利用 （16) 得 


T 


T + 


X 


+ x 


T * 


X 


(16) 


(17) 


+ X 


倍.这就是广义卡尔诺 


即在整个碰撞过程中动能损失等于损失速度动能的 

定理. 

练习题 7在质点与固定光滑曲面碰撞问题（第201小节中例 1) 和2个刚体对 
心正碰撞问题（第204小节）中，直接计算验证广义卡尔诺定理. 
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§7. 德洛内-别尔特朗定理与汤姆孙定理 


212. 德洛内-别尔特朗定理 我们研究可逆理想约束系统 P v {y = 1 , 2 ,..., 
N ). 开始时系统静止，在某时刻突然受到撞击 冲量尺 作用开始运动，质点尺的 


速度变为 vP ， 系统获得动能 T ^. 现在系统新增可逆理想约束，那么在同样的撞击 
冲量凡作用下质点尺的速度变为义 2 \系统获得动能 T ( 2 ). 

新的速度 d 2) 是原系统增加约束后的可能速度，所以由若尔当原理，即第206 

小节中（15)，可得2个 方程： 




公尺 - m u vl l) ) - vl 2) = 0 , 


E (忍 


m u vl 2) ) - vl 2) 


0. 


由此得 


或者 




Em〆# 


⑴ 


v i 2) ) - v i 2) 


0 


N 



2 




2 




(#) 


N 


2 


2 




(必) 


v 


趵 2 , 



7 1 ⑴ 


J1(2) 


2 


- v ^) 2 > 0 . 


=1 


这个关系式给出下面定理： 

定理（德洛内-别尔特朗定理) 


如果系统受到给定撞击冲量，则产生运动的动能 


大于系统先新增约束再受到同样撞击所获得的动能. 


换句话说，在同样撞击下新增约束减少了撞击后动能. 

例1 第 196 小节的例 1 和例 2 可以作为该定理的例子（又见第 197 小节).对 


于自由杆有 

T ⑴ = 

2/ 2 

• 

争 

771 

如果杆的一端固定，则 

t (2) = 

丨丨 （/ 

3/ 2 

• 

* 


2 m 

故 

j 1 ⑴ 

4 


T ( 2 ) 

= 


即（在给定冲量了情况下）约束（一端固定）减少了动能. 

德洛内-别尔特朗定理的内容也可以给出下面解释：将系统受给定撞击冲量作 
用后的运动状态看作是增加约束的系统可能运动状态之一，那么在无穷多这种运动 
状态之中，真实运动状态使动能取极大值. 
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例 2利用德洛内-别尔特朗定理确定第196小节例2中受撞击后杆的运动状 
态. 

如果求得受撞击后杆的角速度和瞬时速度中心位置，则杆的撞击后运动状态完 
全确定. 

假设增加对杆的约束，在距离质心左边 a : 处增加一个固定铰链，根据德洛内-别 
尔特朗定理，撞击后瞬时速度中心的真实位置是使得动能作为以 a : 为变量的函数取 
极大值. 

动量矩定理给出 a ; 和 a : 的下面关系式： 



利用⑴将杆的动能 


T 


Ju 


2 




由条件 dT/dx = 0求得 


T 


3/ 2 

2 m 


/⑷， 


/⑷ 







//6,再由⑴得 


(/4- 2 x ) 2 
I 2 + 12 x 2 



( 2 ) 



一 

ml 


设％是初始静止系统撞击后的可能速度，根据撞击运动的动能定理， IV 和 I v 
满足下面方程（见第197小节的公式 (10)): 


f N N 

> : TTli/V^, = > : Iv * ⑶ 

1/—1 U =1 

因此德洛内-别尔特朗定理也可以叙述为：可逆理想约束系统在给定撞击冲量尺作 
用后的动能在条件 （3) 下取极大值. 

例 3 (见第198小节）静止自由刚体受到的撞击冲量主向量为 S ( e )， 对刚体质 
心的主矩为 I ( e ).. 利用德洛内-别尔特朗定理求撞击后刚体的运动状态. 

设 m 是刚体质量，是中心主惯性矩， vg 和 u ; 是撞击后刚体质心速度和 
刚体角速度，在中心惯性主轴坐标系 Gxyz 中有： 


S ⑷ , 


[Sx^Sy^Sz )， 


L {e)f 




{■^Xl Ly ， Lz)l 


V G 


(vGx,VGy,VGz), 


UJ 


(P ， q,r) 


根据德洛内-别尔特朗定理，在撞击后运动状态下， 


T = - tti ( vq x + Vq v -h Vq z ) + -( Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 ) 


2 


2 


(4) 
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在条件 （3) 下取极大值.根据第198小节的公式（5)，条件 （3) 可以写成 

^x^Gx "I" SyVQy 七 ^z^Gz ^xP "I" ^yQ = 27 1 . ( 5 ) 

利用拉格朗日乘子法求条件极值问题，令 


F = T — X ( S x vgx + SyVGy + S z VGz + L x p + L y q + L z r — 2 T ) 

= (1 + 2 \)T — X { S x vgx + SyVQy + S z vqz + L x p + L y q + L z r ). 

再令 F 对 VGx , VG y , VGz , P , q , r 的偏导数等于零，得下面方程组： 


(1 + 2X)mvGx = XS x , (1 + 2X)mvGy = \S y , (1 + 2X)mvGz = XS Z , 
(1 + 2X)Ap = XL x , ( 1 *+ 2X)Bq = XL y , (1 + 2 A)Cr = \L Z . 


由 （5) 和 （ 6 ) 求出 A = - 1 ，而 


VGx = 


s x 


m 


v Gy 



m 


VGz = 


s , 

m 


Lx Ly L z 

p = q = T ， r= c 

相应于第 198 小节中公式 （2) 和 （3). 

213. 汤姆孙定理 前一小节中的德洛内-别尔特朗定理将可逆理想约束系统的 
撞击运动归结为某个函数的极大值问题，本小节的汤姆孙定理将撞击运动归结为某 
个函数的极小值问题. 

设质点尺初始静止，在撞击冲量尺作用下获得速度 如果有另外的冲量作 
用在系统上，则撞击后运动状态一般不同于第 1 种 情况： 如果 是第 2 种情况下质 
点的速度，则等式 < = < 一 般不会对所有质点都成立，设这时新冲量使新速度< 
满足等式 

U=l 1/=1 

对于冲量尺以及2组可能速度 < 和 <,将第206小节中 （15) 写成： 

N N 

5 ^(^ ~ • < = 0 ， 5 ^(/ 1 / - m u vl ) - v'l = 0 . 


由此在 （7) 的基础上得等式 


N 

- vl ) •< = ()， 
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或者写成 

• Em〆%’) 2 - 

U=1 l/=l U=1 

即 

T fr — = ~ Tu v { v r ^ — v r u ) 2 > 0. 


这个关系式给出下面 定理： 

定理（汤姆孙定理）由撞击冲量使系统获得的动能是满足 （7) 的所有可能冲量 
使系统获得的动能中最小的. 

4 


证明设质点系 P 々 = 1， U ) 处于静止状态，作用于给定点 Pi , P 2 ,- •, 
Pn (n < N ) 的未知撞击冲量使这些点获得给定速度 其它点没有任何主动撞 

击冲量作用，它们受撞击后的速度满足约束限制条件.如果选择新冲量使得对^ = 


1，2,… ， n 满足叱 = <,则可以使条件 （7) 成立.汤姆孙定理可以叙述为:如果系统 
的某些点突然具有给定速度，则系统具有的动能小于这些点具有同样速度的其它任 


何可能运动状态的动能. 


□ 


例1两根质量为 m 长为 Z 的均质细杆40和 OB 用铰链0连接，静止地垂 
直放置， 0 J 3 杆的 J 3 端突然获得平行于04的速度 v (图 160), 求撞击后2杆的运 
动状态. 


在给定 J 3 点速度情况下，杆40和 0 J 3 的运 

动状态完全由其角速度0^和0；2确定.设％和 V 2 

% 

是撞击后杆质心 Gi 和 G2 的速度，那么 





A 



o ° 


T 


+ 必 + 


由运动学关系式 



G 




V 2 X 


vq = Vi + x G \0 = v + u；2 x BO , 


V2 = V + U ；2 X BG2, 


图 160 




可得方程组 

uix = -t; - U> 2 1, V ly = -U； 1 1 -, V 2x = -V-U)2^, V2y = 0, 
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由方程组 

8 T 


du；i 

求出 

= 


3T 


o ’ = ° 


0 , 


U2 


9 v 

81 


可见，撞击后杆40处于瞬时平动状态，而 BO 杆以角速度 9 v /(8 l ) 顺时针转动①. 

例 2 在自由 Si 体的给定点作用撞击冲量使其具有给定的速度，求撞击后刚体 
的运动状态. 

像在第 212 小节中最后一个例子一样，取刚体质心 G 为坐标原点， Gx ， Gy，Gz 
为中心惯性主轴，撞击后刚体动能按第212小节中公式 （4) 计算.设 a ， 6 , c 是冲量作 
用点坐标， v x , v y , v z 是作用点速度在坐标轴上投影，那么 


v x = vox + gc — v y = vcy + ra - pc , v z = 一 qa . (8) 

在条件⑻下使函数 T 1 达到极小值的 VGx ， VGy ， VGz ， P ， q ， r 满足方程组 

= Ax ， ~ Xy ， TflVQz = ? (9) 

Ap — cAy j c\x C1A2 ； j Ci * — a\y b\x 5 (10) 

其中 A x , Ay , 是拉格朗日乘子，它们和 VGx ， VG y ， VGz ， P ，( l ， r 同时由方程 （ 8 )-( 10 ) 
确定. 

由第198小节中公式（2)，⑶和方程（9)， （10) 可知， W z 是未知撞击冲量 
在 Gx ， Gy，Gz 轴上的投影. 

汤姆孙定理的解释类似于前一小节的德洛内-别尔特朗 定理： 将给定某些点速 
度后系统的运动状态看作是增加约束的系统可能运动状态 之一， 那么在无穷多这种 
运动状态之中，真实运动状态使动能取极小值. 

换句话说，在某些点给定同样速度情况下新增约束增加了撞击后动能. 

比较汤姆孙定理和德洛内-别尔特朗定理可知，如果给定作用在系统给定点上的 
撞击冲量，则撞击后运动状态归结为求解动能极大值 问题； 如果给定冲量作用点的 
速度，则撞击后运动状态归结为求解新增约束条件下的动能极小值问题. 

籲 

例 3两根均质细杆儿 B 和以铰链 B 相连，静止并共线放置（图158)，突 
然给 C 点垂直于 J 3 C 的速度％在第207小节中例1计算的基础上可知，系统获得 
动能为 T ⑴ = rm ; 2 /7. 

现在求第 2 个极值问题.以铰链固定4点弁让 C 有同样的速度％利用第 200 
小节中例 200 的计算得，这时系统获得动能为 7 mv 2 / A 8. 


© 原文此处有误，已更正 . 
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最后求第3个极值问题.除了以铰链固定>1点以外还固定 J 3 点，让 C 有同样 
的速度％受撞击后杆静止，系统获得动能： T ⑶等于撞击后杆的动能.根 
据第197小节中例1有： Z ^ 3 ) = mv 2 /6. 

因为1/7 < 7/48 < 1/6,故了⑴< : T ( 2 ) < T ( 3 )， 即相应于汤姆孙定理，不改变 C 
点速度情况下增加约束使撞击后动能增大. 

如果在3个极值问题中垂直于的撞击冲量 J 相同，则获得的动能分 别为: 
了⑴= 7/ 2 /(4 m ), 刃⑵= 12/ 2 /(7 m ), : Z ^ 3 ) = 3 I 2 /(2 m ). 因为7/4 > 12/7 > 3/2,故 

r ⑴ > r ( 3 )， 即相应于德洛内-别尔特朗定理，增加约束使撞击后动能减小. 

例4均质细杆右端具有垂直于杆的速度 V (图 146) ， 利用汤姆孙定理求瞬时 
速度中心的位置. 


在前一小节中利用德洛内-别尔特朗定理研究过这个问题，这里利用类似的方 
法.在杆上距离质心 a : 处增加固定铰链，那么撞击后角速度为 

2 v 

U = •:— —. 

I + 2 x 

对转轴的惯性矩 j 用公式⑴计算，受撞击后杆的动能为 

m 1 T o 1 o / x ,、 I 2 + 12X 2 …、 

T =- Ju ; =- mvg ( x \ g ( x ) = (11) 

根据汤姆孙定理，未知量 x 使动能达到极小值.由此给出 a : = Z /6， 与前一小节结论 

一致. 

比较公 式⑴和 （11) 可知， g ( x ) = 1//⑻，即汤姆孙定理和德洛内-别尔特朗定 
理是研究同一个函数的极值. 


§8. 撞击运动的第二类拉格朗日方程 


214. 广义冲置我们研究完整理想系统 P v {y = 1，2,…， AT ). 设系统有 n 个 
自由度，奶，奶，…，如是广义坐标.在某时刻系统受到撞击冲量凡卜=1，2,…， 
N ), 其作用时间为 T . 系统的撞击运动问题用广义坐标表 示为: 已知撞击前广义速度 
€，求撞击后广义速度钻 . 可以利用第二类拉格朗日方程（见第138小节）求解这 
个问题. 

引入类似于广义力（第54小节）的广义冲量概念，我们研究撞击冲量在虚位移 
上的元功 

N 

SL = I u - 8 r v . (1) 

l/=l 

利用第 16 小节的公式 （27) 将 5 rv 用广义坐标变分(％表示，于是 （1) 可以 写成： 


SL 




( 2 ) 
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引入记号 

等式 （2) 可以写成 



(i = 1，2,…， n )， 



SL = ^ JiSqi ， 

2=1 


Ji 称为相应于广义坐标仿的广义撞击冲量 （i = 1，2,…， n ). 

注意到第 191 小节中等式 （1)， 由公式 （3) 可得广义撞击冲量表达式 


(3) 

⑷ 


Ji = 


N / •to-j-T 

E/ ^ - 

U=1 Jt o 


dr v 

dqi 


由于菪在撞击时的改变量非常小，可以忽略不计，在积分时可以 看成織 所以上 

面等式可以写成 


Ji = 





N 


to 




dr 
dqi 


dt . 


根据第 54 小节的公式 （9)， 上面等式中圆括号内表达式为相应于广义坐标&的广义 
* Qi ： 于是有 


/ t 0 +T 

Qidt (i = 1，2,…， n ). 

3 


(5) 


215. 拉格朗日方程将第138小节的方程 （11) 两边对时间在撞击时间 t 内积 
分，考虑到公式 （5) 以及 dT / d qi 在撞击时间内的积分是可以忽略不计的小量，可得: 


)- ( 募 ) = Ji (b 1,2 , …， n )， ⑹ 

其中上标-和+表示撞击前后的值. 

/ 

关系式 （6) 构成了撞击运动的 n 个第二类拉格朗日方程，未知数是#，$>••， 
qt ， 与第138小节中有限力作用下运动的方程 （11) 不同的是， （6) 是线性代数方程 
而不是微分方程. 

例1质量为 m 的质点以速度沿着 Oz 轴运动时，受到沿着 Oa ; 轴的撞击冲 
量 I ，求撞击后质点的速度. 

由撞击运魂理论的基本关系式（见第192小节的公式 （2)) 立即可以得到结果. 
但我们这里利用拉格朗曰方程 （6) 来求解. 

由 （1) 有 SL = ISx , 即；= /• 又由于 r = mx 2 /2, dT/dx = mx , 根据⑹有 

秦 

方程 ( mx ) + — ( mx )~ = Jx = /，于是得 v 4- I / m . 
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例2两个质量为 m 长为 Z 的均质细杆组成的双摆处于静止状态，并且2杆的 
质心位于悬桂点>1下方的竖直线上（就是说在图15中 (/? = 4 = 0)，在距离连接2 
杆的铰链下方 a 处作用水平撞击冲量 I ，求撞击后每个杆的角速度. 

组成双摆的2 4艮杆的动能为 

T = - ml 2 - ip 2 + ^ cos ((/? — VO + - i ) 2 . (7) 

m _ 

取 Ar 轴竖直向下， Ay 轴水平并位于图15的平面内，则在坐标系 Axy 中有 J 7 = 
(0,/), 而撞击冲量作用点的向径 〆 = ( x , y ) 坐标为$ = / cos(/?-f acos ^, y = / sin(/?-f 
asin ^. 冲量 / 在虚位移 (5 〆 = ( Sx , 5 y ) 的元功 （1) 有 



例3质量为 m 长为 Z 的均质细杆 AJ 3 在平面 Oxy 
内运动（图161)，在某时刻端点 A 与 0: r 轴发生碰撞,碰 
撞时杆与 Oa ; 轴夹角为 a , 其质心速度分量为 免—，々—，而 
角速度为假设 Orr 轴是绝对光滑的，碰撞是完全非 
弹性的①，求碰撞后杆的运动状态. 

如果 rr ， y 是杆质心的坐标，而0是角速度，则 




©原文此处有误，已更正. 
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设 J 是 Oa : 轴的未知碰撞冲量，由于没有摩擦，它平行于 Oy 轴.冲量在杆虚位 


移上的元功为 


SL = ISy - cos a 5 ip 


由此得 


Jx 




0, 









J 2 C ° Sa 


( 11 ) 


拉格朗日方程⑹ 写成: 


m ( x + — x ~) = 0, m ( y + — y ~) = /, — ( p ~) 

丄 Z 




-II cos a . 



( 12 ) 


这是关于未知量 i :—，-》—，#， J 的 3 个方程，再利用碰撞完全非弹性条件得到一个 
补充方程.这个条件说明碰撞后4点的速度没有沿着 Oy 轴的分量，即 


y 



2 


I cos a ( p + . 


(13) 


由 （12) 和 （13) 求出 


x 


+ 


X , 


V 



( l ( p ~ + 6 cos ay ~) cos a 




+ 



+ 6 cos aij 


Z(l + 3 cos 2 a ) ’ 



2(1 + 3 cos 2 a ) 
m(l cos aip ' 


2y~) 


2(1 + 3 cos 2 a ) 


(14) 


216. 突加约束情况 方程 （6) 的右边包含主动撞击冲量和撞击时新增理想约 
束的撞击冲量.但经常遇到对撞击运动问题只需求撞击后运动状态，而不必求约束 
撞击冲量，下面将介绍的阿佩尔算法可以得到不包含新增约束撞击冲量的拉格朗曰 
方程. 

研究 n 个自由度的完整系统，无主动撞击冲量，撞击是由在某时刻化新增 n-Jk 
个理想约束引起的，这些约束在撞击结束时刻 t =如 + t 可能保持，也可能消失.开 
始已经存在的约束也是理想的，在撞击时和撞击后都继续存在. 

总可以选择广义坐标 gi , g 2 , ••- ,^ n 使得新增约束的方程为 


分 fc+l = 0， Qk -{-2 — 0? •…， Qn ^ 0* (15) 

这些方程在撞击时成立.如果新增约束撞击后保持，则这些方程在撞击后的状态下 

也 成立. 。 

将动力学普方程(见第137小节的关系式（10)， m = n ) 两边对时间 t)^t = t 0 
到 f = to + t 积分，考虑到公式（5)，撞击时可以认为不依赖于时间，以及有限量 
dT / dqi 的积分是可以忽略不计的小量， 可得： 


71 

E 



dT 

dqi 



一 Ji 


Sqi = 0 - 
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因为无主动撞击冲量，初始约束在撞击时保持，故广义撞击冲量等于 
零，而 Jfc +1, *4+2, … ， Jn 仅由新增约束 决定. 

撞击前变分 S gi , Sq 2 r -, Sq n 是任意的，选择这些变分使得由它们给岀新增约 
束系统的虚位移.相应于方程 （ 15) 可以认为 Sqk+i = Sqk+2 = ••- = Sq n = 0 ， 而 
H " Mk 是任意的.在这样选择变分的情况下，由 （ 16) 可以得到方程 



(i = 1,2, ••- , fc ), 



即有下面定理： 

定理（阿佩尔定理）动能对相应于不为零的广义坐标的广义速度的导数在撞击 
时不变. 


在方程 （ 17) 中 奴 +1 =办+2 = ... =如= 0, 但相应的广义速度知+1,如+2,…， 
q n 在撞击前后都不一定等于零，撞击后为零仅当新增约束撞击后保持，这时 fc 个线 
性方程 （ 17) 中有 fc 个未知量 拉，砬，… ，砬 . 在其它情况下灸个线性方程 （ 17) 中有 
n 个未知量杧，过，…，釭，在完全非弹性碰撞情况下需要引入补充 假设. 

例1质点 P 在竖直平面内在图示柱面上方运动，该柱面的母线沿着水平 方向; 


在图 162 中画出了这个曲面和垂直母线的平面 z = 
0的交线 y = ip ( x ). 在某时刻质点与_面碰撞，碰 
撞前速度为 v 」 = ( x ~, y ~). 假设曲面绝对光滑， 
碰撞是完全弹性的，求碰撞后质点的速度= 

(土+，公+). 

取厂义坐标为 

Qi q2 = y~ (18) 



图 162 


碰撞是质点新增约束 q 2 = 0. 


由 （ 18 ) 有 


x = qi, y = (p f qi + g2, 


(19) 


其中撇号表示对 o : 的微分，于是有 

T = ^m(x 2 + y 2 ) = ^m[(l -f (p / 2 )q\ -f + 适 ]. 


由 （ 17) 有方程 



考虑到公式 （20) 后，上面方程可以写成 


( 20 ) 


(1 + (p /2 )(qi — ) 4 - 一 屯 ） = 0. 


( 21 ) 
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由完全弹性碰撞假设给出补充 方程: 



( 22 ) 


解方程（ 2 1)和（ 22 )得 




1 + (p f2 



(23) 


再由 （19) 得 


x 





(24) 


如果用 a 表示曲线 y = ( p ( x ) 在碰撞点的切线与 Ore 轴的夾角，则 〆 = tana , 等式 
(24) 可以写成更紧凑的彩式： 


x + = cos 2 ai _ + sin 2 ay ~, 
y + — sin 2 ai 一一 cos 2 ay ~. 


例 2 两个质量为 mi 和 m2 的质点用长为 i 的不可伸长的细绳连接，在 Oxy 
平面内运动，在某时刻细绳被拉紧，已知撞击前运动状态，求撞击后运动状态. 

I 



图 163 


设 Xi ， yi 是质量为 mi 质点的坐标 （i = 1，2)， p，r 
是确定第2个质点相对第1个质点位置的极坐标（图 
163), 广义坐标取为 

i 

qi = xi, q 2 = 2 / i , g 3 = P ， = l — r. (25) 
撞击时系统新增约束 g 4 = 0. 

考虑到 x 2 = x ； + r cos ( p , 2/2 = 2 /i 4- rsinp , 系 

统的动能 

+ - \m 2 {xl+yl) 


可以写成 


T = 臺(爪1 + rn 2 ){ ql ^ rql ) +. ^ m 2 [( Z - 说) 2 遠 + 的一 


-2(1 - q4 ) q3{qi sin q 3 - q 2 cosg 3 ) - 2 g 4 (gi cos g 3 -f h sing 3 )]. (26) 


引入记号△么 = （i = l ，2,3,4) 对 < = 1，2,3 写出方程（17)，得 


(mi + m2)Agi — m2( / — 说 ） sinqsAqs — m2 cos 93^4 = 0, 

(mi + m 2 ) A ^ 2 4- m 2 ( / - qa ) cos 奶△釦一 m 2 sing 3 Ag 4 = 0, (27) 

sing 3 Agi - cosg 3 Ag 2 - (i - ^)Ag 3 = 0. 
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(27) 是关于4个未知量# (i = 1，2,3,4)的3个方程，补充方程为关系式 〆 = 
-%广，或者根据 （25) 写成拉= ~ XQ 4 - 由此导出方程 


△如 = 一(1 + x ) Q 4 - 

利用 （25) 并注意到撞击时 p = a ，. 由方程组 （27) 和 （28) 求出 

上 + 二 _ . (l + x)m 2 coso^_ 

xj = X 1 H --- r , 

mi + m2 



(1 + x) m 2 sin a 

mi 4 - m2 



r ， 


0 + = ip~. 


(28) 


(29) 



第 += 童 

I _ ■"! _ 

积分变分原理 


§1. 哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原理 


217. 完整系统的正路和旁路在第三章我们介绍了力学的微分变分原理，它们 
给出在给定时刻从力学系统的运动学可能运动之中区分岀真实运动的准则.本章将 
介绍几个积分变分原理.与微分变分原理不同，力学的积分变分原理不是给岀某个 
给定时刻真实运动的判据，而是给岀在某个有限时间段内真实运动的判据. 
它们描述系统在整个时间段内的运动. 



像在第三章 一样， 假设力学系统或者自由，或者受理想双面 
完整约束①，设〜和6〃 分别是系统的点 K (1/ = 1，2,…， iV ) 
在£ = t 。 和 f =《1时刻的可能位置，系綠在 t = to 时刻的位 S 称 
为初位置， 在 t = ti 时刻的位置称为束位置.假设在 t = to 时刻 
可以选择系统各点的速度，使它们在 t Q 时占据其末位置.系 
统质点从初位置知移动到末位置 k 所画出的轨迹形成了系统的 
真实路径，称为系统的正路. 


图 164 在正路上,系统的质点 f 画出一条连接&和心的曲线 >. 

设乂 （ z / = 1，2,…， AT ) 是无限接近于曲线7〃 的连接知和心的曲线，质点戽沿 
着它运动而不破坏约束，称这些曲线为系统的旁路.在图164中实线是正路，虚线是 
旁路.今后我们假定系统所有质点沿着旁路运动的初始时刻为£ = W 终止时刻为 


①将积分变分原理应用于非完整系统的问题有很长的历史，有关文献和基本结果 参见 : PyMHHueB 

B. B. 06 HHTerpajibHUx npHHUMnax 丑 jiji HerojiOHOMHux CHCTeM // IIMM, 1982, T. 46, Bbin. 

1 ， C. 3-12. 
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t = h , 即系统沿着旁路运动的起始和终止时间与沿着正路运动一样. 


对于完整系统，在广义坐标空间中考察正路和旁路更 
加方便，在该空问中坐标是广义坐标91，92,…，如和时间 
t , 设该空间的点相应于系统初位置，而点糸相应于系 
统末位置，系统从初位置到末位置的运动相应于连接 4) 
和贞 的曲线.在图165中 （n = 2) 实线为系统的正路，虚 
线为系统的旁路.在广义坐标 空间七 旁路可以取为任意无 
限接近正路的连接如和4的 曲线; 任意这样的曲线都 

是运动学的可能路径，这是因为广义坐标 奶， 办…，如总 

是选择成使系统的几何约束成为恒等式（第14小节)，而 
系统又没有其它约束. 




图 165 





可以发现，建立连接 4) 和山的正路的问题并不简单，要归结为描述力学系统 
运动的 2 n 阶微分方程的边值问题.如果山点相应的坐标为也逆，…，忒，而 A 点 
相应的坐标为则运动微分方程的 解奶⑷ 应该满足边值条件 


Qi ( to ) — Qi •> Qiifi ) = Qi (i = 1,2, • • • , n ). 


边值问题可以有唯一解，也可以没 有解； 还可以有几个甚至无穷多解. 

如果扁和戾两点足够近，则边值问题的解或者是唯一的或者是有限多个.对 
于我们的目标后一种情况可以归结为第1种，这是因为我们可以从这有限个解中选 
出某一个，并研究其附近一个足够小的不包含其它正路的邻域，然后在选定正路的这 
个小邻域内给出旁路. 

% 

当扁和冷两点足够远时，边值问题有在相同时间 h - t . 0 内无限接近正路的 
解，在这种情况下广义坐标空间内的点和称为共扼动力学焦点. 

例如，单自由度谐振子的运动方程为 ， 


q-\-q = 0. , 

通过广义坐标空间的点（0,0)和 （0,7 T ) 有相互无限接近的正路，由下面等式给出 


q = csint ， 

其中 C 是任意常数，点（0,0)和 (0,7 T ) 是并轭动力学 焦点. 反之，当 g 1 > 0 ， tl <7 T 
时，通过点（0,0)和 ( q 1 ^) 只有一条 正路. 

我们将研究的旁路不是完全任意的，而是由正路通过等时变分得到的. 

设系统的矸点沿着连接初位置&和末位置匕的正路％.运动,它在 f 时刻的 
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位置是如（图 166) .在 t 时刻给尺点一个从位置办 
出发的虚位移 Jrv ， 那么凡点的位置变 为义. 如果当 
t 0 < t < h 时对风点在曲线 > 上的所有位置如重复 
这样的过程，经 过点义 连接初位置知和末位置 k 作一 
条曲线，该曲线就是旁路.分别在正路和旁路上的对应 
点 如和义 的时间相同.在笛卡儿坐标中在正路上凡点 
的位置由向径 rv 给出，而在旁路上 A 点的位置由向径 


rv+5rv 给出，其中向量函数* V 满足条件 Sr ^ to ) = 0, = 0 (z/ = 1,2, • • • , iV). 

此外，我们还假设 Jrv 是二阶连续可微的函数. 

我们需要比较的不仅有正路和旁路，还有在相同时刻风点在正路的 速度匕 和 
在旁路的速度 V , + 6 r u ,我们将证明，等时变分运算和对时间的微分运算可交换，即 


Sr u 


d 


6 r u 





1 ， 2,… ， AT) 


事实上，按照速度的定义，在旁路上有 


r v + Sr u 


二 (TV + 5 rv ) = r u -\ - 去 5rv (^ = 1，2,…, AT ), 


由此可得等式 （1). 类似地,如果在广义坐标空间中正路由下面方程给出 



Qi = = Qi (f = 1，2, . • . ， 72)， (2) 


则由正路借助虚位移得到的旁路由下面方程给出 

奶=仿(0 + %(0 (^ = 1,2, •• - , n ), (3) 


其中 


Sqi ( t 0 ) = 0, 6 qi ( ti ) = 0 (i = 1,2, ••- , n ). 


(4) 


假设％⑷是 f 的二次逢续可微函数，它们满足类拟⑴的 等式: 


Sqi = = 1,2, •• - , n ). 



218. 哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原理 下面研究完整系统的正路和由正路通 
过等时变分得到的具有相同初始时刻纪和终止时刻 G 的旁路. 

假设 是尺 点的质量， K 是作用在该质点上的主动力的合力，对动力学普 


遍方程 


N 




m u w u ) - 6 r u 


0 


V 


( 6 ) 


积分得 



⑺ 
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我们研究在 t 时刻系统在正路和旁路上的动能之差 

iV N 

2 + - 2 H 

z/=l U=1 

精确到 |(5 rv | 的一阶小量，这个差为 


N 

^ = E 

u=i 


TTli/Vi/ • 3vi/^ 


由此得 



利用 （ l ) 并进行分部积分得 


⑻ 





to 



w u - 6 r u dt . 


又因为 5? v ( to ) = Sr ^( ti ) = 0, 由上式最后可得 



⑼ 


利用这个关系式将 （7) 写成 

f 

Jto 



( 10 ) 


等式 （7) 就是哈密顿- 灰斯特 洛格拉得斯基原理的数学表达式，该原理叙述为：如 

果 5 rv ⑷相应于正路的等时变分且知 V ( M ) = = 0 , 则积分 (10) 等于零 • 

可见，在完整系统的正路上积分 （10) 等于零.我们将证明，如果在某个运动学 
可能的路径上积分 （10) 等于零，则该路径是正路.为此只需证明，由哈密顿_奥斯特 
洛格拉得斯基原理可以推导出第二类拉格朗日方程. 


考虑到 

N 71 

- Sr u = 

u=\ i=l 

其中 Qi 是相应于广义坐标&的广义力，又由于 


ST = 


t ( S - 
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将 （10) 写成 



利用关系式（5)，对上式分部积分并考虑到 6 qi ( t 0 ) = 6 q i ( t 1 )=0 , 得 





d _ dT _ 

dt dqi 


Sqidt 



d^dT 

dt dqi 


Sqidt . 


故等式 （ li ) 写成下面形式 



( 12 ) 


S qi (i = 1， 2, …， n ) 是独立的、任意的.利用这一点可以证明，公式 （12) 中每个圆 
括号中的表达式都等于零.为此令 Sqi = = Sqk-i = Sqk-\-i = ••- = Sq n = 0,而 

Sqk 7^ 0, 那么等式 （12) 变为 



d dT 一 dT 
dt dq k dq k 



5qkdt = 0 . 


(13) 


设①在时间段 t 0 < t < h 内的某时刻 i l 公式 （13) 中圆括号中的表达式不 
等于零，那么根据连续性，在时间段 toctch 内存在某个邻域 + 
在该邻域内 （13) 中圆括号中的表达式的符号保持不变，将任意函数 8 q k ( t ) 选择为在 
^e + U < t<U + e 之外等于零，而在该邻域内保持符号木变，那么等式 （13) 写成 






Sqkdt = 0 . 


又由于这样选择 6 q k ( t \ 使得上面表达式中被积函数在邻域 -e + 夂 < f <奴 + e 内 
保持符号不变，因此上面等式不可能成立.由此可_，对时间段 t 0 < t < h 内的所有 

tm ； 

d dT dT 

diWk~Wk , 

上面的讨论对任意 fc 以=1，2，".，71)都成立.所以由哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基 
原理导出了第二类拉格朗日方程，于是，完整系统动力学可以以该原理为基础. 

219. 有势力场中系统的哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原理在有势力场中 


N 

F v . 8 r u = - m , (14) 

①下面给出的关于公式 （ 13) 中圆括号中的表达式等于零的证明是标准的证明，以此为基础可以 
证明变分计算基本引理（参见： rejn>({)aHA H. M.，^omhh C. B. BapnauMOHHoe HCMHCJieHHe, M •: 

^H3MaTrH3, 1961). 
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其中 n = n ( gi ，.“ ，如，《）是系统的势能，那么公式 （10) 给出 


f 1 [6 T - 6 U)dt = 0. 

Jto 

因为拉格朗日函数为 l = r - n ， 故由此得 



(15) 


猶刺嫌分 5 =广城 

Jt 0 


(16) 


这个积分称为哈 密顿作用量. 因为 L 是 q u qut 的函数，所以计算 S 需要给岀在时 
间段内的函 数仿 ⑷ （i = 1，2,…， n )， 即作用量 *5 是依赖于系统运动的 
泛函. 

利用记号 （16) 并考虑到在从正路到旁路、从旁路到另外旁路的变换中 M 和 h 
的不变性，等式 （15) 写成 ^ 

5 S = 0. (17) 


这个等式给出了完整系统在存在有势力场情况下的哈密顿—奥斯特洛格拉得斯基原 

理：在所有（相比较的）路径中正路使哈密顿作用量取驻值（即一阶变分在正路上 
等于零). 

作用量在正路上是否取极值？即积分 （16) 在正路上的值与在旁路上相比是否最 
小或考最大？在下一小节将回答这个问题，而现在我们来看一个例子，该例子表明在 
某些情况下哈密顿作 用量在 正路上取值比在旁路上小. 


例1 (质点在均匀引力场中的运动①）设以初速度妁沿着与水平成 a 角的方 
向抛出一个质量为 m 的质点，假设运动在平面 Oa 内，质点的轨迹是抛物线 




.Vo sin at 


2 


沢 2 , 


； 


x 


vq cos at . 


(18) 


在时刻 


h 


2 vo sin a 

9 


(19) 


(其中沒是重力加速度）质点与 Oa : 轴交于 B 点 
(图 167)， 并且沿着 Oa ; 轴走过的距离为 


zk 




OB = 


2 vq sin a cos a 

9 


图 167 


( 20 ) 


因此，在该例子中质点在平面0以内用时间 g 沿着正路画出抛物线. 

①参见 ： CjiyflCKHH A . 3 aMeTKa o Hanajie HaHMeHbmero aghctbhh // BapHaixHOHHbie 

npHHUHnbi MexaHHKH /Ilofl pe ^. JI. C . IIojiaKa, M .; $ M 3 MaTrn 3，1959. C . 388-391. 
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我们将比较这个运动和从 O 到 B 的匀速直线运动， 旁路是 Ox 轴上的线段 OJ 5. 
由于在哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原理中沿着正路和旁路从初位置到末位置的运 
动时间应该是相同的，那么直线运动的速度应该等于 vo cos a . 

对于这2个运动 


II = mgz . 


( 21 ) 


对于抛物线运动 



mgz 


- m { vl ~ 4 v 0 sin agt + 2 g 2 t 2 ), 


对于直线运动 


对于抛物线运动 


L 


T 


n 


2 


mv 


2 


2 


ttivq cos 2 a 


S = 



ttivq sin a 

9 


(1 一丨 sin 2 a 


( 22 ) 


而对于直线运动 

。 mv ^ sina /H . 9 、 . 

S = ― Q - (1 - sin 2 a ). (23) 

9 、 

对于任意的 a (当 a 充分小衧正路和旁路可以非常接 近)， （22) 的值小于 （23) 的值, 
即沿着正路的哈密顿作用量小于沿着旁路. 


220. 哈密顿作用量的极值性质我们来研究初位置的充分小的邻域，其中不包 
含共辄动力学焦点，那么可以认为（第217小节）在给定时间 h-t 0 内系统从初位 
置运动到位于所选定邻域内的末位置只能有一条正路.我们将证明，在这种情况下 
与旁路相比哈密顿作用量沿着正路取最小值. 

4 

为了证明此结论，我们利用儒可夫斯基几何法我 
们在三维欧几里得空间中研究系统质点 P u (y = 1，2,…， 
N ) 的轨迹，设知是尺点的初位置，而九和。是它在 
2条运动学可能路径士的位置，系统沿着这2条路径可以 
在相同时间 t-t 0 内从初位置运动到 f 相应的 末位置（图 
168), 这时 t 0 <t< 时间段 t 非常小，使得在时间 
t-t 0 内系统不可能离开所选定初位置的小邻域. 

设 b /] 和 M 是系统沿着这2条路径的哈密顿作用 

广 (T-n)dt ， [ ac ] = 广 (r-n)dt ， (24) 

Jt 0 Jt 0 

①参见： >KyKOBCKHH H. E. O Hanajie HaHMeHbmero achctbuh// Co6p. com. T. 1. M.-JI.: 

rocxexH3aT, 1948. C. 51-57. 
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第1个和第2个积分计算分别沿着巧从位置知到 九和。 的路径.对于差 

[ ac ] - [ af ], 精确到 |<5 rv | 和15^1的一阶量，有 






其中％和 dU / dr u 沿着路径 a v U 计算.考虑到凡=-如 /& V , 分部积分并利用 

Sr u (to) = 0 福 


N 


N 


[ ac ] - [ af ] 


- <5rv ⑷ + 


to 




m ^ Wu ) - Sr u dt 


考虑到动力学普遍方程 （6)， 上面关系式最终写成 

N 

[ ac ] - [ af ] : =E m v v v cos a u 8 s v ^ (25) 

z/=l 

其中 W 是凡点在 t 时刻的速度，此时尺点位置为 L 〜是％和 5 rv 之间的夹 
角，是弧长 

设 k 是在 h 时刻系统的 Pp 点位置，而和乂是在系 
统运动中凡点沿着正路和任意一条旁路运动的曲线（图 169), 

我们来比较沿着正路和旁路的哈密顿作用量.为此我们取旁路 
7^上的相应于《时 刻的。 点，其中 t 0 < t < t u 再取相应于 
t + dt 时刻的无限接近的~点，画出尺点的某个辅助的真 
实运动轨迹 a ^ c ^, 在 t - t 0 时间内尺点沿着该轨迹从初位置 
a , 运动到相应于旁路的曲线乂上的^点.类似地，设曲线 
a . e , 是另一条辅助运动轨迹，在 t + di - 化时间内恳点沿着 
该轨迹从初位置知运动到曲线乂上的 ey 点.对.尺点在曲 
线夂 （〃 =1，2,... ， iV ) 上时所有点都画出这样的辅助真实运 

动 轨迹. , 图 169 

设九是凡点沿着辅助真实运动轨迹 a . e , 运动时在 （时 ’ 

刻的位置,于是，2个辅助真实运动轨迹上的弧 a v U 和弧 知 〜，以及相应于旁路的 
曲线乂上的弧 a . c ,, 都是尺点用相同时间 t - 纪内走过的，所以在辅助轨迹上的 
弧和曲线必上的弧都是凡点用相同时间出内走过的. 

我们分别用记号 dav 和 dL 表示弧和 c v e v , 由无穷小三角形(图 
169) 得 

dll = + 紀一 2(1(7^55!/ cosa ^. 

在该等式两边乘以并对所有点求和，然后注意到我们已经假设在初位置的小邻 
域内没有共轭动力学焦点，因此在 Ss u (u = 1,2,..., AT ) 中至少有一个不等于零，于 
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是可得不等式 


N 


N 


N 


^2 > ^ m u dal — 2 ^ m^dcr^ cos a^Ss 


(26) 


如果: r 是系统沿着旁路运动的动能，而 r 是系统沿着辅助真实运动轨迹的弧九~ 
运动的动能，则 ■ , 

N N 

rriudl^ = 2T f At 2 , m^da^ = 2Tdt 2 . (27) 

U=1 U=1 

因为 da u /dt = 故利用公式 (27), 不等式 （26) 可以写成 

N 

T f dt > Tdt — ^ cos a^Ss^. (28) 

U=1 

两边减去 ndt 并利用等式 （25) 得 

( r ’ - U)dt >{T- n)df + [a/] - [ac]. (29) 


由于 

(T - n)c« = [/e]，[/e] + [a/] - [ac] = [ae] - [ac]， 

故不等式 （29) 的右边等于当运动时间增加 cW 时，从一个真实运动轨迹到另一个真 
实运动轨迹的哈密顿作用量微分 dS， 所以 

(T’ 一 U)dt > dS. (30) 

♦ 

i ♦ 

将这个不等式从 t =紿到 t h 积分，引入记号 S np 和 5 ok 分别表示沿着正路和旁 
路的哈密顿作用量，得 


' S ok > 5 np . (31) 

这就证明了，如果系统的初位置和末位置+够接近，则对于相同的运动时间，与 
旁路相比，沿着正路的哈密顿作用量最小 ' i^ A 0 是广义坐标空间中相应手系统初 
位置和 末和戾 位置的点（图170)，如果烏和耒足够近，则作用量 S 在正路上取 
极小值.我们来看和皋到底应该有多近才能使作用量 S 在正路上取极小值 
在正路上哈密顿作用量的一阶变分仿总是等于零, 如果贞 接近為，则在正 
路上二阶变分是正的③.下面使 ▲ 远离 Ao , 设0是沿着旁路 A 0 HA 1 计算的 


① 由于这个原因，哈密顿 - 奥斯特洛格拉得斯基原理也称为最小作用量原理 . 

② 参见： Hko6h K. JleKUHH no AHHaMHKe. M.-JI •: OHTH, 1936 , 以及 Jlypte A. M, AHajiHTHH- 
ecKaH MexaHHKa. M.: 伞 H3MaiTH3, 1960. 

③ 我们不考虑 S 的极值性需要更高阶变分确定的极端情况 . 
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(5 2 S 第1次为零的时刻 Q (图170)，精确到 \5 qil \ Sqi \ (i = 

1,2,... , rz ), 沿着路径和 AoBA x 的哈密顿作用 
量 相等： 

Sa 0 ha ! = Sa 0 ba ! - (32) 

我们将证明， A 0 HA 1 实际上是正路，即 A 0 和糸是共轭 
动力学焦点.假设不是这样，即 A 0 HA l 不是正路，那么 
在它上面取2点 C 和 D 并以正路 CED 连接.按照上 
面证明的，对于足够近的2点 C 和 D 有 图 170 

ScED < Sc HD- (33) 

由此式和 （32) 可得 

SAoCEDAi < Sa 0 CHDA 1 = Sa 0 ^Ai - (34) 

这个不等式与假设矛盾，因为假设戾是正路 AoBA 1 上的点，在所选择的过和 
Ax 的旁路上该点使二阶变分第1次等于零. 

上述讨论表明， 如果终点义在、)的共扼动力学焦点之前，则哈密顿作用量在正 

路 AoA 上取极小值. 

设皋是砒的共轭动力学焦点，而正路的终点 F 在 ▲ 点之后（图170)，这里 
沿着正路 AoBA . F 的作用量已经不是极小值了.为证明这一点，我们只要找出一条 
旁路使沿着它的哈密顿作用量小于沿着 A 0 BA X F 的作用量.为此,我们在前面建立 
的正路 AoHAr 上取足够接近 F 的点 G ， 使得连接这个点的正路 GKF 上的作用量 

最小，那么 

Sgkf < Sga x + Sa 1 f- (35) 

由此式和 （32) 得 

% 

SaqHgkf = SaqHg + Sqkf < Sa 0 hg + Sqa 1 + Sa ± f 

4 

=SaqHA! + SA t F = * 5 ^ 0 ^! + Sa 1 F = SaqBA^F-) •’ 



即在所建立的旁路上作用量小于在正路上的，所以作用量在正路上不取极小值.因 
为在正路 AoBArF 的一小部分上作用量取极小值，所以在该正路上哈密顿作用量也 
不可能取极大值，因此，如果初位置的共轭动力学焦点在正路的终点之前，则沿着正 
路的哈密顿作用量既非极小也非极大. 

例1 (质点在球面上的惯性运动）设质点在运动过程中始终位于固定球面上， 
没有任何主动力作用，如果 m 为质点质量，为球的半径，则利用球面坐标（图 134) 

有 

T = + sin 2 抑 2 ), II = 0. 
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在正路上成立拉格朗日方程 

d dL dL ^ 8L 

- - r ———= 0, TTT = COnst 

dt 06 96 dip 

(( p 是循环坐标).由于 L = ：T — n = T ， 故 

f 

# 

6 — sin 0 cos dip 2 = 0, sin 2 0 ip = sin 2 0 o ^ o - (36) 

不失一般性可以认为，在正路上质点的初速度 v 沿着经线（ V ? = const ) ,即咖= 0; 
那么由 （36) 可得，在整个运动过程中有 


# 

0 = 0， 9 = const 

4 

以及?; 2 = R 2 0 2 = const . 这意味着，正路是大圆弧段，质点以定常速度 v = v np 沿着 
它运动，这时 

r 1 2 

L = -mv 

2 

以及 

f l1 , 、 m/no / 、 

Snp = Jto Ldt= 了 (tl _ ’°) = 2(^-M 5 (37) 

其中 Z np 是质点沿着正路在时间 h - t 0 内走过的弧长. 

A 点的共扼动力学焦>、是球面上直径对面点 A *， 这是因为过 A 点的2个大圆 

只能交于义*点. 

设沿着连接义和 B 点的旁路的运动速度为常数，等于 v ok ， 那么 


Sok = 


ml lk 

2(^i — to) 


(38) 


由 (37), (38) 和上面介绍的哈密顿作用量的极值性质得，如果质点走过的过 A 和 S 
点的大圆的弧上没有省*点，即这段弧小于大圆的半圆周，则该弧是连接 A 和丑鈞 
曲线中最 短的. ， 

练习题1在第217小节的例子中，试建夺旁路使其哈密顿作用量小于正路. 


§2. 马朴鸠-拉格朗日原理 

221. 等能置变分我们来研究完整保守或广义保守系统，哈密顿函数不显含时 
间，存在广义能量积分 

丑 ( 奶， •… ,Qn,Pir- ， Pn) = h, (1) 

系统在 rz 维坐标空间中运动①.设 4) 和皋是该空间中相应于坐标#和 d (i = 
1，2,…， n ) 的点，设在初始时刻6 =纪系统占据相应于 A 点的位置，可以选择广义 

①而不是像在前小节中研究哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原理那样在 n + 1维空间中. 
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速度么（广义冲量仍）使得在 i h 时刻系统占据相应于的点.如果沿着过 A 0 
和耒 的曲线 


qi = qi(t) (z = 1,2, •• - ,n) (2) 

的运动满足运动微分方程，则称该曲线 为系统的正路 （见图171，其中 n = 3). 在正 
路上哈密顿函数是常量且等于/ I ，其中 ft 由初始条件确定. 


与正路同时，我们还研究其它运动学上可能的无限 
接近正路的路径.如果这些路径： 1) 经过相同的初位置 
和末位置 A ) 和4 1; 2) 沿着它们的哈密顿函数是常量且 
等于相应于正路的/ I ，则称它们为旁路. 

在这样的等能量变分中系统从初位置到末位置的时 


间 ti 


to 不一定对正路和旁路都相同，例如，质量为 



的质点在没有力作用下在平面 Ory 内运动，沿着正路的 


运动取为沿着 Oa : 轴的直线运动.在初始时刻 t 


0,质 


点位于坐标原点0,那么在正路上有 




2 h 




t . 由能量 




积分专妒+分 2) 


T 


h 可知，在旁路上满足不等式 










% 


图 171 


于是,如果常数 ft 对正路 


和旁路都相同，则沿着旁路不可能在相同的时间 h 内走到沿着正路走到的位置. 

本节要研究的莫培督 - ft 格朗日原理给出从所有旁路中找岀正路的判据，其中旁 
路应该满足上面指出的性质 1) 和 2). 


222. 莫培督格朗日原理 在给定能量常数 ft 时，保守或广义保守系统的运 
动方程可以写成雅可比方程形式（见第152小节的方程 (36)). 这些方程具有第二类 
拉格朗日方程的形式，其中雅可比函数 P 作为拉格朗日函数，广义坐标奶作为自变 
量.类似于哈密顿作用量① S 引入拉格朗日作 用量： 

•vN - — 一 

W = f 1 Pd Ql . (3) 

〆 / 

在前一小节已经证明，第二类拉格朗日方程等价于哈密顿-奥斯特洛格拉得斯基原 
理，该原理表 述为: 哈密顿作用量在正路上取驻值(见第219小节的等式 (17)). 类似 

地，雅可比方程等价于拉格朗日作用量取驻值的条件 


縱 = 0. (4) 

等式 （ 4 ) 表 示莫培督-拉格朗日 原理： 在满足前一小节所描述条件的所有运动学可能 
路径中，正路使拉格朗日作用量取驻值. 

4 

①参 见： raHTMaxep 少 • P . JleKHMM no aHajiMTH^iecKOH MexaHHKe. M •: Hayna , 1966. 
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关于拉格朗日作用量的极值性质的问题，完全像对于哈密顿-奥斯特洛格拉得斯 
基原理那样，通过研究共轭动力学焦点来解决. 

可以发现，在积分 （3) 中完全没有时间，而原理⑷中只包含几何元素，这种形 
式的莫培督-拉格朗日原理首先由雅可比给出，因此上面表述的莫培督-拉格朗日原 

理 经常称 为雅可比最小作用量原理. 

设系统是保守的，那么雅可比函数按照第152小节的公式 （38) 计算，拉格朗日 
作用量可以变为 i 

rQi 2 t r tx 

W= / —dgi = / 2Tdt (5) 

Jqi ^ J to 

在应用 （ 4) ，（ 5) 形式的莫培督-拉格朗日原理时要记住 ，在 （ 5) 中，时间 h 不是固定 
的，而是可以随从正路到旁路、一个旁路到另一个旁路的变换而改变，此外，机械能 
r + n 对所有被比较的路径都是相同的. 

对于拉格朗日作用量 （5) 可以写成另一种形式 

卜 N N si 

W — / TTli/Vjy / TTti/V 1 / (^.S 1 /^ . ( 6 ) 

人。 v —\ u= \ 人 2 

即对于保守系统，拉格朗日作用量等于系统各质点的动量在其相应位移上所做功 
的和. 

例1 (质点在光滑曲面上的惯性运动①）设质量为 m 的质点无主动力作用 
(II = 0 )， 在初始冲击下沿着光滑固 定曲面 运动，那么 v = vo = const, 并由⑹可得 

I 

W = mvol, 

$ 

其中 Z 是质点走过的路径.由雅可比原理得，況= 0,即质点的运动沿着测地线 

运动②. ^ 

如果初位置和末位 k 4和戾_很接近，则作用量 w 最小，并且测地线是连接 
位于曲面上两点 4) 和 Ai 的曲线中最短的. / 

r 

作用量极小的问题在每个具体情况下可以借助动力学焦点来解决.如卷质点沿 
着可展开曲面（即弯曲后可以放在平面上）运动，例如沿着圆锥或圆柱运动，则作用 
量 W 在正路上一定取极小值，这是因为在平面上过同样点的直线永远不会相交（不 
存在动力学焦点). 

例2 (质点在均匀引力场中的运动③）在第 219 小节中作为哈密顿-奥斯特洛 
格拉得斯基原理的应用已经讲过这个问题，这里我们用它作为莫培督-拉格朗日原理 
的例子，有助于讲清楚这2个原理的差别. 


® 参见前面提到的书： K. Hko6m «JIeKHMM no ^HHaMMKe». 

® 测地 g 的特点是 •. 与有相同端点的其它曲线相比其长度取驻值 . 

③参见前面提到的书：少 • B. Cjiy^CKoro «3aMeTKa o Ha^iajie HaHMeHbmero aghctbusi ^. 



[223] 


§2. 马朴鸠格朗日原理 


• 343 • 


正路是抛物线，由第219小节中方程 （18) 给出； 旁路是位于 Oo : 轴上的直线段 
OB (图 167). 我们认为 a 角很小，使得正路和旁路足够接近，对这2种运动都有 
II = mgz . 

由于正路和旁路的机械能: r + n 应该是一样的，故 2 个运动的初始速度相同， 
都等于 W 如果在正路上质点的运动时间 h 由第219小节中方程 （19) 给出，则在 
旁路上的运动时间将会不同，由下面公式计算 


tl 


OB 2 vq sin a cos a 


Vo 


9 


⑺ 


对于抛物线 


T = - m ( x 2 + i 2 ) = * m ( v 苦 — 2 vo sin agt + g 2 t 2 ) 


对于直线运动， 


T 


2 


mvQ 


抛物线运动的拉格朗日作用量为 


W 


2 



亡1 


Tdt 


2itivq sin a 


9 


2 

3 


sin 2 a 


⑻ 


而对于直线运动有 


W 


2 mvQ sin a 

9 


cos a 


2itivq sin a 

9 


V^l 


sin 2 a 


2itivq sin a 

9 



⑼ 


其中省略号表示 sina 的4次以上的项 • 

当 a 足够小时 （8 广小于⑼，即拉格朗曰 作用章 在正路上比在旁路上小. 

• 一 

w 

223. 雅可比原理和坐标空间中的等高线 我们研究 n 个自由度的保守系统，动 
能是广义速度的正定二次型 / ， 


T 


n 


2 



^ik(Ql 


， Qn^QiQk 




( 10 ) 


设 P 和 P 是坐标空间仍，… ，如中 2个临近点，它们的坐标分别为 q U …， q n 
和仍+ dq lr ••也 + dg n . 在坐标空间中引入测度，利用2倍的动能来确定 P 和 P 
2点之间距离的平方心 2 : 

n 

ds 2 = 2Tdt 2 = ^ a ifc (q u ". ， q n )dqidq k . 

i ， fc=l 


( li ) 


由此可知， 
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即如果认为坐标空间中映射点具有单位质量，则在测度 （11) 下系统的动能等于坐标 
空间①中映射点的动能. 

S 

设系统作惯性运动，即 n = 0,由能量积分 T + n = /i = const 及公式 （12) 可得 


石= \/2 h , (13) 

即在测度 （11) 下保守系统的惯性运动相应于坐标空间映射点的匀速运动，且速度等 
于 V 2 h . 

对这个运动的拉格朗日作用量为 

W = 2 Tdt = 2 h(h - 1 0 ) = V 2 hh (14) 

Jt 0 

其中 Z = - to ) 是映射点在时间 h - to 内走过曲线的长度.由雅可比原理可 

知 5 Z = 0,即求轨迹的问题归结为在测度为 （11) 的坐标空间中求测地线的微分几何 
问题. 

设系统在有势力场中运动 （n # 0)，那么雅可比函数 P 可以表示成第152小节 
的公式 （40), 因此 



n 


(h-U) ^2 CLikdqidq k . 


i ， fc=l 



在坐标空间中的可能运动区域由不等式 na 确定，这是由能量积分 r + n = h 和 
动能的正定性得到的.在 mh 时我们在坐标空间中引入另一个测度代替测度（11)， 
确定临近2点 P 和 P ' lt 间距禽的平方 da 2 为， 

n 

da 2 = (h-U) aikdqidq k . (16) 

i,fc=l 


在运动可能区域的边界上，测度 （ 16) 有奇 异性： 曲线越接近边界其长度越小，特别 
地，位于边界上的任何曲线的长度都等于零.如臬 U < h , 则测度 （ 16) 没有奇异性. 

由 （ 15 ) 可得 

W= .V2a, 

其中 a 是在测度为 （ 16) 的坐标空间中映射点走过的弧长.求轨迹的问题又归结为 
在测度为 （ 16) 的坐标空间中求测地线的微分几何问题. 

_ f 

①以公式 （ 11) 定义的 d S 为线性微元的 n 维黎曼空间 . 


第十四章 

保守系统在平衡位置附近的微振动 


§1. 关于平衡位置稳定性的拉格朗日定理 

224. 平衡稳定性 ‘我们研究完整保守系统，其位置由广义坐标奶，…， g n 给出， 
n 是系统的自由度.在第63小节中已经证明，系统的某些位置是平衡位置，当且仅 
当在这些位置上所有的广义力 为零： 

Qi = = 0 (i = 1，2,… •， n )， (1) 

其中 n 是系统的势能，在保守系统情况下不显含时间.不失一般性，我们认为在平 
衡位置所有广义坐标等于零. 

如果系统离开平衡位置，使其各点偏离平衡位置很小并具有很小的初速度，则接 
下来，系统各质点的运动或者一直在平衡位置附近，或者远离平衡位置.第1种情况 
下平衡位置是稳定的，而第2种情况下平衡位置不稳定. 

下面给出稳定平衡位置的严格萣义.平衡位置 gi = g 2 = ... = ^=0 称为稳定 
的是指，如果对于任意的 e > 0存在5 = 5( e ), 只要在初始时刻 t =化有 

〆 / 

ki (^ o )| < S , \ qi ( t 0 )\ < S , (2) 


则对所有的 t 都有 


\ qi ( t )\ < \ qi { t )\ < e (i = 1，2, • • •， n ). 


(3) 
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可以在 2 n 维状态空间 qiAi 中给出这个定义的几 
何 解释. 对 n = 1情况，图172画出了不等式 (2) 和 （3) 

给出的2个邻域.在稳定情况下，在初始时刻 t = t 0 bk 
边长为25的正方形内岀发的任何运动，永远都在边长 
为 2 e 的正方形内. 

已知系统的势能就可以研究 平衡位 置的稳定性. 

225. 拉格朗日定理拉格朗日定理给出了保守系 
图 172 统平衡位置稳定性的充分条件. 

定理 如果在保守系统的平衡位置势能取严格局部极小值，则该平衡位置稳定. 

0 

证明不失一般性，设平衡位置为 gi = g 2 =…=如= 0,因此对于精确到差 

一 个常数的势能可以取 n ( o , …， 0 ) = 0 . 因为在平衡位置，函数 n 有严格局部极小 
值，故存在数7/>0使得在邻域 

\ Qi \ < V G = l ，2，..， n ) (4) 

内，只要&中至少有一个不为零，就有下面的严格不等式成立 

♦ - 

n ( f ， gn )> n ( o , …， o ) = o . ⑼ 

我们还假设广义坐标 qi ，..、 q n 是确定系统位置的独立参数，如果 r ? 足够小，对 
邻域⑷内所有仿，第139小节中行列式 （18) (m = n ) 都不为零，那么动能 

1 n 

T = T 2 = — > : CLik {Ql > * * * > Qn)QiQk ( 6 ) 

i y k=l 

是广义速度的正定函数，进而在不等式⑷满足时，如果化么 （i = 1，2,…， n ) 不全 
为零，则系统的机-能 

- 五 = T + n ’’ ( 7 ) 

是严格正的.又因为在 qi = qi = 0 (i = 1,2, • • • •, n ) 时有 E = Q , 故函数五在 2 n 维 
状态空 间〜么 （i = 1，2,…， n ) 的原点有严格 / 局部极小值，并等 于零 . ，， 

设 e 是满足0 < e < r / 的任意数，我们来看不等式 （3) 给定的邻域，该邻域的边 
界是封闭的点集，连续函数五在边界上达到其下确界 a . 因为在邻域 （3) 的边界上 
E 的所有值都是正的，故在边界上有 



E^a > 0 . 

连续函数五在坐标原点 qi = qi = 0 (i = 1，2, • • •， n ) 有等于零的严格局部极小值， 
因此可以找到 S (0 <S < e ), 使得在邻域 


Qi\ < S, \qi\ < S (i = 1 ， 2,… ， n) 


⑻ 
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内有下面不等式成立 


E < a . (9) 

设函数& = &⑷满足系统运动微分方程，如果初始值满足不等式（2)，则在整 
个运动过程中有不等式 （3) 成立.事实上，在条件 （2) 下初始机械能说< a , 又由于 
在运动过程中保守系统的机械能是常数，故对于所有的都有五< cz . 因为在 （3) 
的边界上 E 彡 a , 所以系统运动在空间 qi,(ji {i = 1,2, •• - , n ) 的映射点识⑷，么⑷不 
能达到邻域 （3) 的边界，即永远留在这个邻域内.定理得证. 口 

上面的证明源自狄里克莱最先给出的拉格朗日定理的严格而完整证明的思想, 
这个思想是解决运动稳定性一般问题的基本出发点 

评注1假设所研究的系统不是译守的，是由保守系统增加陀螺力或者耗散力 
或者同时增加两者得到的.设它们相应的广义力为 Qt { qjAj ), 那么非有势力的功率 
为 

71 

= 伽靡级 ⑽ 

i=l • 

我们将证明，当所有广义速度等于零时，满足 （10) 的广义力％等于零.事 
实上，假设对于广义坐标的任意值 g i0 (i == 1，2,…， n ) 有一个广义力不为零，即 

Ofcteo ,0)^0, 则根据连续性，存在识=彻，么= 0点的邻域，使得函数 Ql { qjAj ) 在 
该邻域内不为零，并且不改变符号.根据仍和么 （i = 1，2, …， n ) 的独立性，可以在 
该邻域内选择它们的值使得 


9 W 

么 >0, 


这与 （10) 矛盾.由此可知，存在陀螺力和耗散力时平衡位置可以保持. 

因为在存在陀螺力时1：没有耗散力，见第142小节）仍然存在能量积分五= 
T + n = const , 故存在陀螺力时上面的拉格朗月定理的证明没有变化.如果存在耗 
散力（或者同时有耗散力和陀螺力)，则根据第<142小节有 ' 



= iV *<0, 


即在系统运动过程中机械能五不超过初始值 E 0 . 如果五0 < a ， 则在运动过程中 
E < a , 对所有 m 0 仍然有不等式 （3) 成立. 

可见，在保守系统中增加陀螺力和耗散力后拉格朗日定理仍然 成立. 


① JIjmyHOB A. M. 06maa 3a^aHa 06 ycTOMHMBocTM // Co 6 p. com. T. 2. M.-JI •: 

Hs^-bo AH CCCP, 1956. C. 7-263. 
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226. 关于保守系统平衡位置不稳定性的李雅普诺夫定理 拉格朗日定理给出 

了保守系统平衡位置稳定性的充分条件.如果在平衡位置势能不取极小值，保守系 
统的这个平衡位置是否就不稳定呢？这个问题很复杂，至今没有详细的解答 '解 
决这个问题的最严格结果由李雅普诺夫得到，下面给出他的2个定理假设函数 
n ( gi ，二， g n ) 在平衡位置附近的邻域是解析的. 

定理 1如果保守系统的势能在平衡杜置不取极小值，这是根据势能函数 n 在 
平衡位置邻域内展开的级数的二阶项得知的，无需考察更高阶项，则平衡位置不 
稳定. 

〆 

定理 2如果保守系统的势能在平衡位置取极大值，这是根据势能函数 n 在平 
衡位置邻域内展开的级数中实际出现的最低阶项得知的，则平衡位置不稳定③. 

例1 (重刚体在绝对光滑水平面上平衡的稳定性）设刚体由任意凸曲面 （7 围 
成，刚体质心 G 位于曲面上某点的曲面与水平面的公共法线上，那么刚体在平 
面上处于平衡状态，并且曲面上的点与水平面接触. 

用 Gxyz 表示与刚体固连的坐标系， Gz 抽包含线段 D * G , 而 Gx 和 Gy 轴的指 
向平行于刚体曲面在点的曲率线，那么曲面方程在点邻域内写成 


f ― —h — Z -h 


2 




y 


2 


T 2 



+ … = 0 , 


( 11 ) 


其中 x ， y，z 是曲面 （7 上 D 点的坐标， D 是当体偏离平衡位置时刚体与水平面的 
切点（图 119)， / i 是刚体质心到支撑平面的距离 （: r = 2/ = 0, z = — ft)， r*i 和 7*2 是刚 
体的曲面在点曲率的主半径，因为曲面是凸的且完全位于水平面之上，故 ri 和 
r 2 都是正的.方程 （11) 中的省略号表示高于 a ;， y 的二阶的项. 

刚体势能为 


、v - - n == . TTigl ， 、 (12) 

> 

縟 

其中 Z = -( n - GD ) 是质心对刚体曲面的切面的距离， 而 n 是 D 点内法向单位 南量. 
由方程 （11) 和第114小节的公式 （25) 可得 n ，分量 如下： 

f 

x ^ _ y 丄 _ n 1 ( x2 y y 2 \ I r ^ o \ 

7i = ^ -， 72 = ^ -， 73 = 1 — 2 ^"^2 ^ ^J - • (U) 

① 对已得到结果的评述参见 ： KapaneTiiH A. B .， PyMflHi^eB B. B. ycTOHHHBOCTb KOHcepBa- 
thbhmx h ^HCCMnaTHBntix CHCTeM. M •: BMHMTM, 1983. (MTom HayKH m TexHHKH. Cep. 
06man MexaHMKa: T. 6). 

② 其证明参见 ： JliinyHOB A. M. O HeycToii'iHBOCTM paBHOBecMH b HeKOTopux cjiynajix, Kor^a 

噘 

% 

• j 

4>yHKUMii chji He ecTb MaKCMMyM // Co6p. com, T, 2 . M.-JI.: H3^-bo AH CCCP，1956 - C. 
391-400. 

③ 在具体问题中应用定理 2 时必须将函数 n 分解为以偶数 fc 次齐次函数 ( 型） n fc (gx , •.. ，加）开 
始的级数，而 n fc 在平衡位置邻域内 ( 不包括该平衡位置 ) 是负的 . 
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考虑到^ 7 =(0：，2/，2)，忽略11不等式中的常数7^/1，由（11)-(13)得 

n = \ ma ( I 7 p x2 + T ' 1 ^ }Ly2 ^) + … . （ 14) 

由此式和拉格朗日定理可知，如果刚体质心低于刚体曲面在与支撑平面接触点的两 
个主曲率 中心， 则平衡位置 稳定； 如果质心高于至少一个主*率 中心， 则根据李雅普 
诺夫定理1和2平衡位置不稳定. 


227. 含循环坐标系统定常运动及其稳定性 设在 n 自由度的完整系统中广义 


坐标如 （a = fc + 1，…， n) 是循环坐标，其它广义 坐标识 
置坐标 （当存在循环坐标时)，动能 





1 , 2 , 


♦ # • 


， fc ) 称为位 


n 


T = T2 = — > : dijQiQj 


2 




的系数 ay 以及势能 n 都只依赖于位置坐标. 

根据第 164 小节，存在相应于循环坐标的第一积分， 


dL 

dq a 


m 

dq t 


Cq ； 




const (a = fc + 1，， • • ， n )， 


(15) 


其中 i 


T 


n 是拉格朗日函数. 


假设第 165 小节的海斯式 （6) 不为零， 构造罗斯函数 


71 


R 



^aQa 


L 


(16) 


fc +1 


并将其用位置坐标仍及其导数么 （i = 1，2,…， fc) 和常数 c a (a = fc + 1， …， n) 
表示.引入记号 


• 

召* = 一只 + n， ， 

(17) 

那么罗斯方程写成 

j 

f 

d dR* 

dt dqi 

dR* an , 0 7X 

d qi - d Qi ,fc) * 

(18) 

函数 i?* 可以写成 

R* = R^-^Rl + 

(19) 

其中是位置坐标导数的二次型① 


苽: 

1 、 

= 0 0>ij{Qu - - - iQk)QiQj- 

i，：7 = l 

(20) 


◎可以证明與是位置坐标导数的正定二次型. 
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函数邱 对于仍0 = 1， 2 ，〜，岣是线性的®， 


k 


R \ 


(奶，… Wa^i 





fc + 1， 


• • • 


，蚴， 


( 21 ) 


i=l 


函数税只依赖于位置坐标和 

利用 （19) 将方程 （18) 写成 


d dRl ^ dR ^ 一 d ( U - fig ) _ /d dR \ _ dR ^ 

dt dqi dqi dqi Vdt dqi dqi 


(i = 1，2,…， fc )， 


( 22 ) 


由等式 （21) 得 


d dR \ _ dR [ 

dt dqi dqi 


k 

= 〉 ^ IjjQj (^ = 1,2, ••- v fc), 
i=i 


(23) 


其中 



da ^ 


da j 


dqj t dqi 


lij = ~lji (hJ = 1，2,…， fc )， 


(24) 


即 （22) 右边第 2 个圆括号内的表达式导致出现陀螺力. 

于是，方程 （22) 可以看作是某个 fc 自由度的约化系统的运动微分方程，其动能 
等于 ％， 广义力由陀螺力和有势力组成，其中有势力是势能 U * = U - R * 0 的导数. 
约化系统的势能 n * 称为导出势能或者罗斯势能.如果原系统是陀螺无关的，则约 
化系统中不岀现陀螺力. 

含循环坐标的原保守系统的定常运动是指位置坐标识 （i = 1，2,…， fc ) 和循环 
速度心 （a = fc + 1， …， n ) 为常值的运动.由 （15) 和 （22) 可知，存在定常运动，当 

且仅当位置坐标的值满足方程 


…=0 • (< = 1，2,… •， fc )， （25) 

OQi ， 

> 

身 

即原系统的定常运动相应于纟化系统的平衡位置. , 

设对于某个常数值 c a = c a o , 方程 （25) 有解奶=伽= const , 那么在定常运动 
中有仿=伽 ， Qi = 0 (i = 1,2, ••- , fc ), c a = c a o (a = fc + 1，…， n ). 假设在初始 

时刻 t == to , giy qi 偏离定常运动很小，那么 Qi — qio , Qi (i = 1,2, ••- , fc ) 对于 Oto 
是否还是小量呢？换句话说，定常运动对于队么 （i = 1，2,…， A :) 是否稳定？利用 
拉格朗日定理可以回答这个问题. 

因为存在陀螺力，不破坏机械能守恒定律，故对于约化系统存在积分 E *= R^-h 
n *. 如果在第 225 小节中用五 * 代替五并重复拉格朗日定理的证明过程，则可得含 
循环坐标的完整保守系统定常运动稳定性的罗斯定理： 

I 

①如果动能表达式中不包含位置坐标导数 Qi 与循环速度扎的乘积，即如果 Aa =0 (i = 
1, 2, …， fc ; a = fc + 1,…， n ), 则函数恒等于零，这时所研究的系统称为 陀螺无关的. 
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定理 如果在定常运动中约化系统的势能 IT (仉，… ,q k ,c a ) 有严格极小值，则 
该运动对变量识，屯 （< =1，2, • • • ， fc ) 稳定. 

评注2 在利用拉格朗日定理时，如同在定常运动中一样，我们固定了常数 c a . 

李雅普诺夫推广了罗斯定理，允许常数 c a 有小的变化.就是说，如果就像在 c a = c a0 

♦ 

时 II * 有极小值一样，在 c a = c a 。 + ( l /^ al 《1 ， a = fc + 1，…， n ) 时 II * 有极 

小值，并且位置坐标仍 0 ( c a ) 在 IT 的极小值点是 c a 的连续函数，则定常运动对变量 

(i = 1, 2 , ••- , k ) 稳定 • 

例 1 (圆盘绕竖直方向转动的稳定性）设半径为 p 质量为 m 的均质圆盘在均 
匀重 力场+ 沿着绝对光滑水平面运动，并以其边缘点与平面相切.在第 114 小节中 
已经发现，刚体沿着绝对光滑水平面运动时，质心在平面上的投影作匀速直线运动， 
不失一般性可以认为它是固定不动的，那么质心将沿着给定的竖直方向运动.圆盘 
相对固定坐标系的方向用欧拉角给出（图 137)， 圆盘动能和势能的公式为 （见第157 
小节） 


T = 云 mp 2 (l + 4 cos 2 0)0 2 4-去 mp 2 sin 2 以 2 屮 ； mp 2 ($ cos 0 + p ) 2 , 

8 8 4 


n 


mgp sin 0. 


变量也 p 是循环坐标，相应的第一积分为 （L = r - n ) 


dL 

d^p 


mp 2 sin 2 Oip + - mp 2 (^ cos 0 + ( p ) cos 0 = = const ， 

4 2 


(26) 


I 


dL 

d(p 


mp 2 cos 0 + ( f ) 


2 


C(p 


const 


约化系统有 1 个自由度，函数 （19) 有 


(27) 


iT 


8 


mp 2 ( r '+ 4 co 


s 


y )》 2 _ o ( c # - ％ cos 沒) 


2 


C 





mp 2 sin 2 



mp 2 


如果去掉对运动方程没有影响的最后一项，则约1 匕系统的势能有 


IT 


mgp sin 0 + 2 




Cep COS 0) 


2 


mp 2 sin 


2 



/ 


(28) 


圆盘存在这样的 运动： 圆盘直径竖直，圆盘绕这个直径以任意大小的常角速度转动， 




丌 

2' 




0, 


m 

^ = uj = const , 


(29) 


并且 


= - mp 2 uj , Cp = 0 


(30) 
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将常数 ％和％ 代入函数 IT ， 令0 = tt /2 + g 并将 it 分解为 g 的级数得（略去函 
数 n * 中的常数） 


IT 


8 


( mp 2 u 2 — Amgp)q 


2 


4- —(2 mp 2 u 2 + mgp ) q 4 + … • 


(31) 


在不等式 



(32) 


满尽时，函数 n * 在 g = 0 有严格局部极小值.根据罗斯定理，在满足条件 （32) 情况 
下定常运动 （29) 稳定.如果不等式 （32) 不成立，则函数 IT 在 g 5 0 没有极小值，这 
可以从 （31) 的二次项得知： 4艮据李雅普诺夫定理 1 (见第 226 小节）可知，在不等式 
(32) 不成立时定常运动 （29) 术稳定 ①. 


§2. 微振动 


228. 运动方程的线性化 设保守系统有平衡位置，其对应的广义坐标识 




1 , 2 , 


, n ) 等于零，假设系统势能 nh 


92,… 


q n ) 在平衡位置邻域内是解析函数， 


将它分解为泰勒级数 


71 


n 


n ( o,o 


o ) 


E 


m 

dqi 


n 


0 




d 2 U 

dqidq k 


o 


QiQk + • • • 


⑴ 


其中下标 “ o ” 表示函数 n 的导数在平衡位置取值，即在识 




0 (i 




1，2, 


# _ ♦ 


， n ) 取 


值.不失一般性可以认为 n ( o,o 


，0) 




0. 因为在平衡位置所有广义力等 于零: 


Qi 


m 

dqi 




0 {i 




1 , 2 , 


♦ ♦參 


，吨 


所以⑴的第1个和为零.如果引入记号 


^ik 


d 2 U 


dqidq k 


j 


则势能分解为级数将从常系数二次型 开始: 



71 


n 


2 


Y ] Cikqiqk + 


⑺ 


i , fc=l 


其中省略号表示仍 




1，？，…， n ) 的二阶以上项之和.假设二次型 


71 


2 


〉: (kkQiQk 


⑶ 


i^k=l 


® 不过，应用第 226 小节的李雅普诺夫定理 2 可以证明在不等式 （32) 成立时的不稳定性，这是 


因为此时函数 n * 在 


0 有极大值,这可以从 （31) 的最低项得知. 
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是正定的，那么91 = ^2 = * * * = = 0是函数 n ( gi ,^2, ••- , Qn ) 取严格极小值的点， 

根据拉格朗日定理，平衡位置稳定. 

. 由于平衡位置稳定，如果初始值足够小 ， qiAi (i = 1，2,…， n ) 在运动过程中 一 
直是小量.利用 quQi 是小量，可以在平衡位置附近简化运动微分方程.为此可以将 
运动方程用近似方程代替，只保留 qi Ai (i = 1，2,…， n ) 的线性项，而略去所有非线 
性项.系统动能写成 

1 n 

^ = 2 > : a 決 ( 分 1 ，奶， • • • > Qn)QiQk- 

i ， fc=l 

t 

假设函数 a ifc ( 9 l , g 2 ,..., g n ) 在平衡位置的邻域内是解析的，可以写成级数 


a ifc(9l ， 92, • • • ,Qn) = aifc + • • • ， 

其中省略号表 7 K gi (i = 1，2,…， n ) 的一阶和更高阶项，叫=(1決(0,0,…，0)是常系 
数.函数 r 写成级数为 

1 n 

^ = 2 aik ^ k + …， ⑷ 

i ^ k=l 


其中省略号表示不低于&，也 （i = 1，2, • • •， n ) 的三阶的项.假设广义坐标的选择使 
得在平衡位置，第139小节的行列式 （18) (m = n ) 不为零,那么二次型 


n 


2 



^ikQiQk 


i f k=l 


(5) 


对也 (i = 1,2, ••• , n ) 是正定的. 

运动方程写成第二类拉格朗日方程形式 


d dL dL f \ \ 

d ^%'% =0 ( i = 1 ， 2 , …， n ). ⑹ 

为了在 qi ,4 i 很小的情况下研究这些方程，将 (4) 命 （2) 的 r 和 n 代入拉格朗日函 
数 l = r - n 得 

n ^ / 

y^iaikQk + ( kkqk ) + ••• = () (< = 1，2,…， n )， （7) 

fc=l 

其中省略号表示二阶及以上项.如果略去这些项，则得常系数线性方程组 


y ^ X a ikQk + Cikqk ) = o (i = 1,2, ••- , n ). 

fc=l 


( 8 ) 


如果将 r 和 n 的近似表达式 （ 5) 和 （ 3) 代入格朗日函数 i = t - n, 则由方程 （ 6) 
也可以得到上面方程.保守系统在稳定平衡位置附近的微振动理论以这个线性化为 
基础，将: r 和 n 的近似不等式 （ 5) 和 （ 3 ) 看作精确的. 
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“微振动”通常是指非线性运动方程线性化后得到的微分方程所描述的运动.在 
保守系统在平衡位置邻域内运动的情况下，线性化归结为求二次型 （5) 和 （3) 的 r 
和 II 

为了简化方程 （8) 的书写，使用向量-矩阵形式很方便.设 


那么有 


方程 （8) 写成 



Qi 

✓ 

Q = 

Q2 

# 

, A = 


Qn 



an ai 2 … ai n 
CL 21 ^22 • • • ^2 n 


CLnl • • • dnn 


Cn C12 … Ci n 

C21 C22 … C2n 


^nl Cn 2 ^nn 


T=^(Aq-q), - {Cqq\ 

Aq + Cq = 0 . 


⑼ 

( 10 ) 


229. 主坐标与主振动下面介绍描述平衡位置附近微振动的方程 （8) (或者 


(10)) 解的结构，为此我们研究下面2个二次型 

n 

(Aq 'Q)= ^2 灿娜 ， （Cq . q) 

i y k=l 


ft 




〉: CikQiQk ^ 


i y k=l 



这 2 个二次型都是正定的.由线性代数可知®如果 （11) 的二次型中有1个正定（我 
们设第1个二次型正运)，增存在非退化的实变换/ 


q = U 9 (det Z 7 ^ 0, V = (0 U 0 2 , … ，0 n )). (12) 

/ / 

将2个二次型变为平方和的 形式： 

n n 

(Aq ， q 、 =Y^ e2 j 、 • 9) = H X 3° 2 j - ( 13 ) 

J =1 j=l 

如果不考虑排列顺序， Aj 由原来的二次型唯一确定，不依赖于变换 (12). 由 n 正定 
可知，所有的 Aj (』• = 1，2,…， n ) 都是 正的. 

如果在坐标空间仍，奶，…，如中仍=奶=…= = 0的邻域内借助2倍动 

能？ r 引入欧几里得结构，即取向量 u 和 t ； 的标量积为 （Au • t ；)， 则变换 （12) 可以 

$ 

費 

① 参见： Majibi^eB A . M . Ochobu JiHHeiiHOii ajire6pu. M .: Hayna , 1975. 
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在欧几里得结构意义下选择为正交的.这就是说，如果％ = 是矩阵 

U 的第 j 列，即变换 （12) 为 

n 

Q = u j ， (14) 

j=i 

则有下面归一化 条件： 



(15) 


其中心是克罗尼克记号（如果 i = j •则知 =1;如果 i 则心= 0). 因为广义速 
度屯和么之间的关系与广义坐标奶 和氏 之间的关系式 相同： 


q = U0, 


故公式 （13) 的第1个可以用也代替 心用么 代替轧用新变量将动能和势能写成 


T =\ j ^0 l n = (16) 

j = l j = l 

參 

广义坐标七 称为主坐标或者模态坐标. 运动方程 （8) 用主坐标写成 n 个相互独立的 
二阶方程 


6j + = 0 (j. = 1 ， 2,… ， n). 


(17) 


因为所有的\都是正的，故上述每一个方程都描述简谐 振动: 


6 j = Cj sin(ojjt + aj) (j = 1 , 2 , … 


其中％ = 是振动频率， Cj , aj 是任意常数. 

由 （14) 和 （18) 可得方程⑻（或 (10)) 的通解 


，…, 




(18) 


"(19) 



这个公式包含了方程 .(8) 的全部解.设常数 c ,. (j = 1，2,…， n ) 中只有一个以不为 
零，那么由 （19) 得 

qk = c k u k sin(u k t 4 - afc). ( 20 ) 


这个解描述系统振动， 称为第 k 个 主振动或模态振动， 向量杓 称为第 fc 个主振动的 
振幅向量.在第 fc 个主振动中，所有广义坐标以同一个频率叫振动，各个广义坐标 
的振幅的关系由振幅向量的分量确定. 

在实际求 （19) 时可以用下面方法：求方程 （10) 下面形式的解 


q = usin(ujt 4- a), 


• 356 • 


第 + 四章保守系统在平衡位置附近的微振动 


[229] 


将此式代入方程 (10), 约掉 sinM + a ) 可得振幅向量 u 的方程 

{C — XA)u = 0 (A = a ; 2 ). (21) 


为使该方程有非平凡解，需要 A 满足方程 


det(C - XA ) = 0, (22) 

这个方程称为频率方程或者特征方程.由前面讲的主振动理论可知，该方程只有正 
根，每个相应于振幅 向量巧 （j = 1，2,…， n )， 对应于一个根并且如果 Afc 是 
方程 （22) 的重根，则总可以相应地找到与其重数一样多的线性无关的振幅向量.由 
方程 （21) 得到的振幅向量精确到相差一个任意常数乘子,它们的归一化（如果需要) 

条件为 （15). 

例 1 (双摆微振动）我们研究竖直平面内的双摆在重力场中的运动（图 15) .在 
第54小节的例3中已经得到势能 


n 



mgl (3 cos + cos ^). 


动能公式为（见第21 5 小节的例 2) 



+ ^ cos (</? 一 V 0 + 

o O 


当2个杆都竖直时是平衡位置 cp = ip = 0. 在这个平衡位置双摆的势能取极小值，平 
衡稳定.我们研究在该平衡位置附近的微 振动. 


如果略去势能 II 在平衡位置 ^ = ^ = 0 邻域内的级数展开式中常数项 一 2 mgl ， 
只保留二阶小量，则有 



类似地，只考虑动能展 开式中 的二睐小量有 


T + Z 2 




如果引入记号 V = 池 则表达式 （9) 中矩阵 A 和 C 为 


A = ml 2 



3 

^ 2 
C = mgl 

0 


0 

1 

2 


频率方程 （22) 可以写成 

7 A 2 - 42 (警) A + 27(|) 2 = 0. 
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该方程的根为 



(23) 


主振动频率计算公式为 吣 = y / X ] (j = 1,2). 由方程 （21) 和归一化退化条件 （15) 
可得下面相应于频率％ (j = 1，2)的振幅向量的表达式 



于是双摆微振动的通解为 




-1- V 7 


— Cl 

5 + \/7 


sin(o；i 亡 + ai) + C2 


-1 + V7 

5-\/7 


sin(a ； 2^ 4- 叱）， 


(24) 



其中 Cj，otj (j = 1, 2) 是任意常数. 


第1个和第2个主振动分别对应于常数取值为 d + 
0, c 2 = 0和 d = 0， c 2 # 0. 在第1个和第2个主振动中， 
兔屮和寸 的振幅以及杆偏离竖直方向的关系 



1 + V 7 
b + V7 


1-2 V 7 

~9~ 


« -0.48, 



1-\/7 

鋤 

b - V 7 



«0.70 


称为主振型系数.在第1个主振动（频率为心）中，2根杆 
任意时刻偏离铅垂线的方向都不同 （图173, a )， 在第 2 个 
主振动（频率为0； 2 )中，2根杆任意时刻偏离铅垂线的方 
向都相同 （图173, b ). 〜 



图 173 


230. 保守系统在外周期激励下的振动设:保守系统所受外力对应的广 k 力为 
Qi = Qi { t ) (i = 1， 2, …， n )， 利用前一 * 小节引入的主坐标 …， On 研究这些力对 
稳定平衡位置附近的微振动影响非常方便.用仿 （i = 1，2,…， n ) 写成的广义力仏， 
改用主坐标 h (j = 1,2,... , n ), 相应地写成 0,. 为了求％，我们来比较用坐标 Qi 
和七 写成的力的元功表达式 


SA = 


n 


^2 ^ iSqi 


n 


5>娜 


(26) 



n n 


根据变换 （12) 有 
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因此 


n 


n 


n 


n 


n 




> : Qi > : Uij60j = > : [ > : UijQi I 50j 


(27) 


i=l 


i=l 


m 

3 


j=l \ i=l 


由 （26) 和 （ 2 7) 得 


n 


Qj(t) 


UijQi ( t ) (j = 1,2, •• - , n ) 


(28) 


i=l 


在外力作用下保守系统微振动方程用主坐标写成 






e j ⑷ 





1,2，. 


• • 


， n ). 


(29) 


设外力 Qi ( t ) 是时间的周期为 27 T / Q 的周期函数，使得广义力 （28) 可以写成傅立叶 
级数形式 

OO 

©j = sin(kClt + a jk ) {j = 1,2, •• - , n ), (30) 

fc =0 

其中 bjk.otjk (j = 1,2, •• - , n ; fc = 1,2, ••- , n ) 是 常数. 

M (29) 的通解（当 Wi # 吣 时）为 


6 j = Cj sin ( a；j t + o ^) + ⑷， 


(31) 


其中是任意常数.记号％⑷为 

0]{ t ) = £ - T 3 T 2 Q 2 sin ( fc m + ^) 0. = 1，2,… ， n )， (32) 

fc =0 


该项是由于存在周期性外力而在通解中岀现的. 

由 （14) 和 （31) 得 

〜 - 

71 r n 

q = ^2cjUj sin(ujt + %) + XX* (t)uj. 

j=l J j=l 


(33) 


在 （33) 中第 1 个和是自由振动，第 2 个和是因为存在周期外力而产生的受追振动: 

如果对某个 j 存在某个数 fc 使得 Mi = %•，则在 6 jfc 一 0时，由于 （32) 的被力口 
项中有分母为零， （31) 和 （33) 形式的解不再适用，就是说,这种情况下系统的受迫振 


动发生共振 .、 

在共振情况下方程 （29) 的解是什么样？作为例子我们研究一个方程 

■ 


o 

0 4- oj 9 = a sin 


(34) 


该方程的通解为 


6 = csin ( a;t + a ) + ⑷， 


(35) 
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其中 C ， a 是任意常数，而 

0*( t ) = --^- tcosujt . (36) 

2uj 

函数 e *( t ) 是无界的.方程 （34) 描述的振动不再是微振动，为了描述方程 （34) 在平 
衡位置附近的运动应该采用其它方程，将那些在线性化时略去的非线性项考虑进来. 
在给定的具体例子中我们必须利用非线性振动理论. 

例1 (在椭圆轨道上刚体的平面振动）描述刚体在牛顿中心引力场中作平面运 
动的微分方程为（见第1跗小节） 


(1 + e cos v ) 


d 2 ip 

du 2 


2 e sin 4 - 


B 


sirup cos ip = 2 e sin z /, 


(37) 


其中 4 和 B 是刚体对其惯性主轴 Oa ; 和 Oy 的惯性矩，对于平面运动， Oa : 和 Oy 
轴总是在轨道平面内， C 是刚体对过质心垂直于轨道平面的轴的惯性矩， p 是02/和 
0 Z 轴的夾角， 0 Z 轴沿着刚体质心相对引力中心的向径， e 是椭圆偏心率，0分<1. 

在圆轨道上刚体在轨道坐标系中存在平衡位置，相应于方程 （37) 在 e = 0 时的 
解 p = 0. 在条件 A > B 下平衡位置稳定.假设这个条件成立，我们来研究刚体在 
cp = 0 位置附'近由于椭圆轨道而引起的平面微振动，假设轨道偏心率是小量. 

线性化方程 （37) 得 



+ e cosu 


d 2 (p 

du 2 


2 e sin 


dip 




2 e sin z /， 


(38) 


这里记号 = 3^. 由于惯性矩满足不等式 4 - B ( C 以及假设的 A > B 可知 

0 < 山的. (39) 


将微分方程 （38) 描述的卫星受迫振动解写成 e 的级数形式 

〜 一 ~ 

〆.= eipi + e 2 (f2 + …， 


将此式代入方程 （38) 令两边 
微分方程.对外有 


e 的同阶系数相參，可得函数 


备++ 


= 2 sin v . 


^ 1^2 


(40) 

的与 K 齐次线性 

(41) 


由 （40) 和 （41) 求出受迫振动解为 






~ 1 


sin V H -， 


(42) 


这个振动是由刚体质心沿着椭圆轨道非匀速运动引起的，在卫星动力学中称为偏心 
振动. 
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这里给出的偏心振动的结论未给出证明.然而可以严格证明当0； 0 # 1时，对 
于足够小的 e ， 非线性方程 （37) 确实有关于 e 解析的解，在 e = 0时变为平衡位置 
cp = 0, 并且该解的级数展开式的第1项就是 e 的一阶项，即 （42) 式. 

当峋=1时，受迫振动发生共振.在共振情况下，利用线性化得到的 （42) 没有 
意义，研究刚体在平衡位置 cp = 0 附近的运动需要利用非线性方程 (37). 假设 a ; 0 与 
1相差一个小量 

。。=1 + M (0<|"|《1)， （43) 

I 

在方程 （37) 中作变量代换 ② p = #，其中 e = e " 3 , 将这个 p 代入方程（37)，将两 
边展开成 e 的级数，可得（两边除以 e ) 方程： 

^ (叢喊 3 + 2 sin z /) + …， （44) 

其中省岭号表示6：的二阶以 上项. j 

我们利用摄动理论（见第11章的 §7) 近似研究这个方程，令 

卜 士 9 ，盏 = ^ (45) 

那么方程 （44) 可以写成等价的哈密顿方程的形式，其哈密顿函数为 （ g 是坐标， p 是 

冲量） 

H = ^ o ( q 2 + P 2 )~ e 2 (“ 4 + + … • (46) 

♦ 

利用下面单价正则变换（见第170小节的例 6) 引入新的正则共扼变量 Q,P 


q = V^PsinQ^ p = V2PcosQ 7 


(47) 


那么有 


H 




" ujqP — e 2 [ -~ P 2 (3 — 4 cos %Q + cos 4 Q ) 




2 P 

(Jo 


( cos(Q - v) 


cos(Q + 0)) + 



(48) 


/ 


为了简化运动方程，利用近似于恒等变换的单价正则变换引入变量 Q \ P \ 变换的 
母函数为 


QP* + As 2 (Q ， PV) + …， 


① 参见： CaptJMeB B. A. BonpoctJ opneHTai;iui HCKyccTBeHHbix cnyTHHKOB. M •: BMHMTM ， 
1978. —— (PIxorH HayKH h TexHHKH. Cep. «MccjieflOBaHne KOCMHMecKoro npocTpaHCTBa»; T.ll). 

② 这里没有给出共振情况和近共振情况研究的依据，所述计算过程的严格依据 参见 : MapKeee A. 

IL，HexoBCKaa T. H. O pe 30 HaHCHUx nepHO^H^ecKHX pemeHHHX raMHJibTOHOBux CHCxeM, po»- 

^aiomHxcH M3 nojio>KeHMH paBHOBecHA // IIMM. 1982. T.46, Bbin. 1. C- 27-33.; XojiocxoBa 

% 

O. B. O 只 BHJKeHMH raMHJIbTOHOBOH CHCTeMM C OflHOH CTeneHbK) CBoSo^tJ npM pe 30 HaHCe B 

BMHy>KfleHHbix KOJieSaHHHX // M3BecTHfl PAH. MTT, 1996, 汾 3 ， C. 167-175. 
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新哈密 顿丑* 由下面公式确定（见第174小节) 


H 


H + e 2 誓 + 

ay 


该等式右边的 Q ， P 应该利用下面等式由新变量 Q *， P * 表示 



Q ^ E 


2 9S2 


8 P 


木 


+ 


P 




P^e 


2 5S2 


+ 


♦ # 


(49) 


计算表明，如果函数取为 


S 2 



2 P * 


^0 + 


sin(Q + u ) 


P * 2 (8 sin 2 Q — sin 4 Q )， 


48c^o 


则 


H 




^ -£ 2 


p^2 _|_ 


4 



2 P 


* 


Ct>0 


cos ( Q * 



+ 


(50) 


我们按下面公式再做一个正则变换 Q *， P * — 屯，丑， 


Q * 




屯+ % 


P * 




R , 


(51) 


那么考虑到等式 （43) 并忽略 e 和 fi 的二阶以上项，可得新哈密顿函数的近似表达式 

7 i = fiR - e 2 Q 丑 2 + V ^ cos^j , (52) 


相应的描述共振或接近共振情况下刚体平面运动的近似微分方程为 


d 屯 

du 


m 

Jr 




£ 


2 


-R + 



V 2 R 


COS 屯 


dR 

du 


m 


£ 2 y /2 Rsin ^. (53) 


该方程有第一积分 W = /i = const ， 因而可以完全积分出来. 

如果 o ; 0 = 1 ( 即 0), 则由于方程 01) 有 （36) 形式的特解（当 a ; =吻 ， a = 2 
时)，由线性化方程可得， d 体偏离平衡位置的角度随着时间无限 增大. 在共'振情况 
下，刚体运动看作非线性问题，则结果就完全本同了.事实上，设在初始呼刻 ， p = 
0，0 = 0,那么 t = 0 时丑= 0 (误差阶数不低于 e 3 )， 因此积分常数 /i 等于零，并且在 

运动过程中有_ 

\ r 2 + V^Scos 屯= 0. 

4 

考虑到 | cos 屯|<1，由此得 R ^ R m ^ = 2 5/3 .考虑到将原方程 （37) 变为 （53) 的一系 
列变换，可得刚体偏离平衡位置的角度 p 不超过 v ^ R ^ e 1 / 3 = 2^. 

方程 （53) 的解 i 2 = i?o = const ， 屯=屯 0 = const 相应于用原变量表不的周期为 
2 tt 的卫星振动.由 （53) 可知，屯0只能取0或者 tt ， 而办可以由下面三次方程求出 


v ? + 3 cu 2 + 26 = 0 {u = y 2 Ro cos 屯 0 )， 


(54) 
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4// _ 4// 

3 e 2 3 e 2 / 3 ’ 



方程 （54) 有1个或者3个实根，这取决于该方程的判别式 D = 6 2 + c 3 的正负由 
此可知，当不等式 


e > 


3/2 


(55) 


成立时，存在1个周期运动，而当不等式 （55) 反号时，刚体存在3个周期运动，这些 
周期运动在轨道坐标系中当 e = 0 时变为平衡位置 p = 0 .② 

在恰好共振// = 0情况下，只存在1个周期为 2 tt 的刚体振动，根据（54)，其振 
幅等于 





① 参见： Kypom A. T. Kypc BBicmeii ajire6pu. M.: Hayica ， 1975. 

② 条件 （ 55) 也可以用其它方法得到，参见： BejieuKHfi B. B. Z[BHHceHHe HCKyccTBeHHoro cnyT- 

HHKa OTHOCHTejibHO ueHTpa Macc . M •: Hayna , 1965 - 



第十五章 


运动稳定性 


§1. 基本概念与定义 


231. 受扰运动方程 • 稳定性定义 设力学系统的运动方程写成下面微分方程 


组的形式 


dt 


%(2/1 ， 2/2 ，•… (i = 1 ， 2 ， *" ， m) 




⑴ 


该方程组右边满足解的存在和唯一性条件. 

我们研究方程组 （1) 的某个特解 


Vi = fiif) = 1，2, • • . ， 7 TI )， （2) 

其初始值为 

ViO — (i = 1，2, • • • ， 771). (3) 

我们感兴趣在初始值 Wo 偏离⑶时系统的运动，运动稳定性理论研究这个问题，其 
基本内容将在本章介结_ / 

函数 （2) 描述的系统运动称为无扰运动，与公式 （2) 描述的运动受相同力作用 
的所有其它可能运动称为受扰运动，受扰运动加无扰运动之差 ， 


工 i = Vi 一 fi{p) (< = 1 ， 2 , • • •，^^) 


(4) 


称为扰动. 


如果在方程 （1) 中按公式 （4) 做变量替换，则得方程 


dxj 

dt 


义 i (怎 1，$2, • • • ， $ m ， 亡） = 1，2, • • • ，爪)， 


⑸ 
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该方程称为受扰运动微分方程.显然， 

Xi = +八⑷， X2 +/2 ⑷，…，怎 m + /m ⑷， 0 — K(/l ⑷， ,2 ⑷，… 

方程 （5) 有相应于无扰运动 （3) 的特解 Xi = 0 (i = 1，2, • • •， m ). 如果函数&不显 
含 t , 则无扰运动称为定常的，反之称为非定常的. 

我们采用下面李雅普诺夫的 定义： 如果对任意小的数 e > 0,存在正数5 = S ( e ), 
使得在初始时刻满足不等式 


I 邱 0)1 <5 (z = 1,2, ••- ,m) (6) 

的所有受扰运动，对一切 t 都满足不等式 

\^ i ( t )\ < £ (i = 1，2, …， m )， （7) 

则称无扰运动对于变量队(/ = 1 , 2 ,..., m ) 稳定. 

我们再给岀李雅普诺夫意义下渐近稳定的定义.无扰运动对于变量％ (i = 
1， 2, …， m ) 渐近稳定是指它稳定，并且可以选择足够小的数5,使得对于所有满足 

不等式 （6) 的所有受扰运动满足 



(i = 1,2, ••• 



⑻ 


232. 李雅普诺夫函数 研究运动稳定性的最有效方法是李雅普诺夫直接法.该 
方法无需求出受扰运动的解，而是寻找变量 X 1? X2, ••- ,Xm,t 的某个函数 F 并研究该 
函数及其导数的性质，下面将函数 y 称为李雅普诺夫函数.李雅普诺夫直接法的基 
础是狄里克莱在证明保守系统平衡位置稳定性的拉格朗日定理时所使用的思想（见 

% 225 小 节). 

我们这里只研究定常运动.假设受扰运动方程 （5) 中函数 ，: r m ) 在 
下面区域连续 

\ xi \ < H (i = l ，2，...， m )， (9) 

/ 

其中丑是某个常数，并且假设在区域 （9) 内方程 （5) 在初始条件 Ao 下有唯一解. 

设/ I 是足够小的正数，在区域|心| < /I (i = 内研究函数 V ( x u 

工2,…假设它连续可微、单值且在坐标原点 Xi = X 2 = - ' = X n = 0 等于零. 

函数 F 沿着受扰运动方程 （5) 的解曲线的导数 dV/dt 是指表达式 



( 10 ) 


因此 dV / dt 是变量 xi , x 2 , ••- ,^ rn 的函数，在区域 | xi | < h (i = 1，2,…， m ) 内连续 
且在坐标原点 Xi = X2 = • • • = x n = 0 等于零. 
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此外，函数 F 可以具有特定的性质，下面介绍几个 定义： 

函数 y ( xi , x 2 , ••- ，工 rn ) 在区域 | xi | < /i (i = l ,2，...， m ) 内正定是指，在该区 

域内除原点（在此点函数 F 等于零）以外都满足不等式 V >0 . 如果满足不等式 
F <0 则函数 F 称为负定.这2种情况下函数 F 统称为定号函数. 

如果在区域|心| <h (i = 1，2,…， m ) 内函数 F 只能取一种符号 ( V ^ O 或者 
F <0)， 但不在原点也可以等于零，则称为常号函数（正或负). 

如果在区域|^| <h (i = 1，2，... ， m ) 内函数 F 既可以取正值也可以取负值， 
则称为该区域的变号函数. 

例如，在 m = 2情况下函数 V = x \- x \ 是变号的，函数 F g g 是正定的， 
函数 F g 是常号的，这是因为它在 0: r 2 上等于零，在该轴之外取正值. 

怎么才能知道函数 F 是否正定？如果 F 是二次型，可以利用著名的西尔维斯特 
判据判断其定号性.如果 F 是齐次阶函数，则显然是变号函数.如果/ I 足够小，则 
在区域叫< / I 内经常假设 F 是解析函数.在这种情况下，判断函数的定号性可以 
使用下面容易证明的 结论斤 如果 / i 足够小，则齐次型函数在区域 | Xi | < / I 内的定号 
性或者变号性在增加至任意高阶项时保持不变. 

设 F 是定号函数，在 c 足够小时 F ( x 1? x 2 , •• - , x m ) = c 是包围坐标原点的封闭 
曲面.为了证明这个结论，假设 F 正定，用 a 表示函数在区域|^| < / i 边界上的下确 
界，由函数 F 正定知 a > 0,于是在区域|^| < / i 边界上 V ^ a . 下面来看函数 F 在 
连接坐标原点和区域|^| < / I 边界点的曲线上的值，在该曲线起点 V = 0 , 在曲线终 
点函数 F 的值不小于 a ， 由函数 F 的连续性，在该曲线上某个点函数值等于 C ， 其中 
c < a . 这意味着该曲线与曲面 V = c 相交.因为该曲线是任意的，所以曲面 V = c 
是封闭并环绕坐标原点的. 


如果 F 是正定函数且 Cl > C 2 , 则曲面 V = c 2 位于曲面 
F = d 之内，并且由函数 F 的定号性，这2个曲面没有交点 
(图 174). 如果 C — 0,则封闭曲面簇收缩于坐标原点. 

如果 F 是常号函数或者变号函数，则当 C 足够小时曲面 
F = c 也是不封闭的. 

§2. 李雅普诺夫直接法的基本定理 

233. 李雅普诺夫稳定性定理 本节介绍运动稳定性理论中奠定李雅普诺夫直 
接法基础的一些定理.我们只研究定常运动，首先介绍李雅普诺夫稳定性定理. 

定理如果存在定号函数 F ， 其沿着受扰运动微分方程的解曲线的导数钇或 
者是与 F 反号的常号函数或者恒等于零，则无扰运动稳定. 

①参见 ： MajiKHH M. T. TeopHH ycTOHMHBOCTH flBHHceHHH. M •: HayKa, 1966. 
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证明设函数 F 正定，那么对于足够小的/ I ，在邻域 

\ xi \ < /i (i = 1，2, … . ， m ) (1) 

内，函数 F 在=奶=…== 0点取严格极小值.由可知， F 在邻域⑴ 
内的受扰运动轨迹上是非增大的函数.再进一步的证明几乎就是重复第225小节中 
拉格朗日定理的证明过程. 口 

. 李雅普诺夫定理给出了运动稳定性的充分条件，应用这个定理时需要知道具有 
特定性质的函数求这样的函数没有一般的方法，但实际上在很多重要情况下，如 
果已知受扰运动方程的第一积分，则可以构造函数例如，在证明保守系统平衡位 
置稳定性的拉格朗日定理时，系统的机械能就是函数 

设 W ， C / 2 , …， C 4 是受扰运动方程的第一积分，不失一般性可以认为，函数 

C / j ( Xl ， X 2, … ， x m ) (j = 1，2，... ， fc ) 在坐标原点 Xi = X 2 = • - = Xm = 0 等于 

零.设在 函数％ 中没有一个是定号的，我们设李雅普诺夫函数为下面的第一积分 
Uj (j = l ，2, …， fc ) 的组 合:① 

y = AiC/i + •. • + AfcC/fc + l^iUi + ••• + 

其中 A j 5 / i , (j = 1，2, …， fc ) 是待定常数.显然， F 也是受扰运动方程的第一积分. 

如果可以选择常数 A , , flj 使得函数 F 正定，则它满足李雅普诺夫运动稳定性定理的 

全部 条件. 在第一积分％ (j = 1，2,…， fc ) 可以根据某些理由（例如，利用动力学基 

本定理）得到的情况下，就没有必要建立受扰运动方程，因而研究得到极大的简化. 

♦ 

例1 (欧拉情况下刚体永久转动的稳定性）在第99小节已经得到，在欧拉情况 
下刚体作永久转动时，刚体以常角速度绕刚体对固定点的惯性主轴中的任意一个转 
动.我们研究下面运动的稳 定牲： 

p = cv = const , g = 0, r : = 0， (2) 

运动 （2) 相应于绕惯性矩为 A 的轴转动.在第 S 8 小节中已知欧拉动力学方程有2 
个第一积分 ， 

U ! = 2 T = Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 , U 2 = K % = A 2 p 2 + B V + C 2 r 2 . (3) 

按下面公式引入扰动 x , y,z 

» 

p = cv -h x y q = r = (4) 

①参见 ： MeTaeB H. T. Y ctohmhboctb flBMHceHMii. Pa6oTM no aHajiHTHMecKoii MexaHHKe. M •: 

M3A-BO AH CCCP ， 1962. 关于契达耶夫积分组合法亦可参见 :IIo»apHHKMfi I\ K. O nocTpoeHHH 

(JjyHKUHH JlnnyHOBa H3 HHTerpajiOB ypaBHeHHH B03MymeHHoro // IIMM. 1958. T. 

22, Bwn. 2. C. 145-154. 
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则受扰运动方程有第一 积分： 

Ui = Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 2Aujx, U2 = A 2 x 2 H- B 2 y 2 + C 2 z 2 + 2A 2 ujx, (5) 

这些表达式是将 （ 4) 代入 （ 3) 并略去常数项得到的. 

函数 F 取为 

4 

V = Ul^r Ul ( 6 ) 

显然，函数 F 的值对任意屯都是非负的.可以证明，如果 A 是惯性矩中最大或 
者最小的，则函数 F 正定，为此只需证明对于很小的 x ， y ， z ， 方程 

Ui = 0, U 2 = 0 (7) 

有唯一解 x = y = z = 0. 由方程⑺可得 

AUx -U 2 三 B(A- B)y 2 + C(A- C)z 2 = 0. 

如果 A 是惯性矩中最大或者最小的，则只有在 y = z = 0 时该等式才可能成立， 
于是由方程 ⑺ 可知0； = 0或0； = —2a ;, 对于很小的 x ， y，z 方程 ，⑺ 有唯一解 

x = y = z = 0. 

可见，在欧拉情况下刚体绕惯性矩最大或者最小的轴的永久转动，在李雅普诺夫 
意义下对变量； Mr 具有稳定性.将这个事实用愤性椭球上本体极迹的分布图（图 
99) 表示：在惯性椭球相应于最大和最小惯性矩的 Oa; 和 Oz 轴附近，本体极迹是包 
围相应轴的封闭曲线.反之，在相应于惯性矩为中间值的 O?/ 轴附近，本体极迹不环 
绕该轴，在很小的扰动下，绕 Oy 轴的永久转动的刚体角速度向量随时间逐渐离开该 
轴的邻域.下面在第 235 小节中将严格证明，绕惯性矩为中间值的轴的永久转动不 
稳定. 

例 2 (拉格朗日情况下重刚体定点运动的稳定 性①） 重刚体定点运动由第 105 
小节的方程 （ 32) ， （ 35) 描述.在拉格朗曰情况下 A = B,a = b = 0 , 且运动方程有 4 

个第一积分 

Ui = A(p 2 + q 2 ) + Cr 2 + 2Pc r ys = const, / 

U2 = A(jr/i + 972 ) + CV 7 3 = const , ( 8 ) 

U 3 = 7i + 72 + 73 = 

U4 = r = const. 

运动方程有特解 

p = 0 ， g = 0 ， r = ro = const ， 71 =0 ， 72 = 0 ， 73 = 1 ， (9) 

» 

①参见： HeTaeB H. T. 06 ycTOHMHBOCTH BpaiqeHMii TBep^oro Tejia c o^hoh Heno^BHHCHOH 
tomkoh b cjiy^iae JlarpaH>Ka // IIMM. — 1954. — T. 18 ， sun. 1. — C. 123-124. 
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它相应于刚体以常角速度 r 0 绕竖直轴 Oz 转动.我们研究这个运动对 p ， g ， r ， 71,72, 

73扰动的稳定性.令 

V — x h Q — r = ro + Xs, 7i = 72 = 73 = 1 + 怎 6, 

由此式和⑻得，受扰运动微分方程有下面第一 积分： 

Ui = A(x\ + x|) + C{x\ + 2 roxs) + 2 Pcxq = const ， 

产 

U2 = A(xiX4 + X2X 5 ) + C(xsx 6 + X3 + roX6) = const, (10) 

t 

% = ^4 + ^5 + ^6 + 2x 6 = const ， 

C/4 = 2/3 — const. 

为了得到稳定性 条件， 我们设利用第一积分 （10) 将李雅普诺夫函数 y 写成下面形 
式 （ A 是待定实常数） 

F = C/i + 2 \U 2 - {Pc + Cr 0 \)U 3 + 晰；义 ) u l - 2 ( r 。+ X、Clh. 

函数 F 可以写成下面 3 个二次型的和 


Q 

V = /(xi,x 4 ) + /(x 2 ,x 5 ) +/(-^x 3 ,rr 6 ), 

(11) 

其中 

f(x ， y) = Ax 2 + 2\Axy - (Pc + Cr Q X)y 2 • 

(12) 

由西尔维斯特判 据得， 二次型 （12) 在下面不等式成立时正定 

AX 2 4- CroX + Pc < 0， 

(13) 

该不等式对实数 A 成立仅当 

/ 

C 2 rl > AAPc. 

(14) 


在条件 （14) 下可以选择常数 A 使不等式 （13) 成立，那么在不等式 （11) 中的二次型 
正定，每个二次型对“自己的”变量正定，函数 F 对全部变量 心 (i = 1,2,.-. ,6) SL 
定，因此，根据李雅普诺夫定理， （14) 是运动⑼对变量 p ， g ， r ，7 i ，72,73 的扰动稳定 
的充分条件. 


条件 （14) 称为马耶夫斯基-契达耶夫条件.如果 c < 0 (悬挂的刚体，重心低于 
悬挂 点)， 则条件 （14) 总是成立，而如果 c > 0, 则为了满足条件 （14)， 需要刚体绕竖 
直轴转动的角速度大于 VaaK / c . 
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234. 李雅普诺夫渐近稳定性定理 李雅普诺夫得到了下面定理，给岀了运动渐 
近稳定的充分条件. 


定理 如果存在定号函数 ， x m )， 其沿着受扰运劫微分方程的解曲 
线的导数亡是与 F 反号的定号函数，则无扰运动渐近稳定. 

证明 在证明定理之前，我们先比较前一小节的定理条#与保证无扰运动渐近 
稳定条件的区别.这个定理条件即函数 V 沿着受扰运动微分方程的解曲线的导数 V 
是与 V 反号的定号函数.在前一小节给岀的定理中要求 f 是与 V 反号的常号函数. 

下面开始证明定理.首先可以发现，如果定理条件成立，则前一小节的李雅普诺 
夫定理的条件也成立，就是说无扰运动稳定.根据渐近稳定性定义，我们只需证明， 
所有初始扰动足够小的受扰运动都趋向于无扰运动，即 

lim X{(t) = 0. (15) 

t—^OO 

不失一般性可以认为函数 F 正定，那么在邻域 （1) 内而并且不等号 
只有在 X ! = X 2 = ... = x m = 0时成立.我们研究的某个受扰运动，其初始值 

Xi0 = Xi ( to ) (i = 1，2，-.. ， m ) 足够小，使得曲面 V = Vo = V ( xio , X20 , ---，工 mO ) 在 
区域 

| xi |< e ， （16) 

之内，其中 e <匕由于函数 F 连续，这样选择咖总是可能的.下面证明受扰运动 
Xi(t 0 ) (i = 1，2,…， m ) 满足条件（15)，即无扰运动渐近 稳定. 

事实上，当 e < / I 时在邻域 （16) 内函数 

攀 

⑷，…，:⑷） 


是负的，对任意 t 都不为零，这是因为，由受扰运动方程在给定初始条件下解的唯一 
性可知，函数 Xi ( t ) (i = 1,2, • • • , m ) 对任意的 t — t * 不能 

同时 为零; 否则当 t = r 时有2个不同的解取 零值: 我们所 

研究的解和平凡解 XI = x 2 = ••- = x m = 0. 由于 F < 0,函 

数 V ( x 1 ( t ), x 2 ( t ) r - 单调减少但保持是正的，又由 

于函数 V 有界，故存在极限 

lim V ( xi ( t ), X2 ( t ), - - - , x m ( t )) = 6^0. 

t—^OO 

在 m 维空间 xi , x 2 ,*** ,^rn 受扰运动轨迹趋向于曲面 
V = b 并保持在该曲面之外（图 175). 

我们要证明6 = 0,即曲面 V = b 退化为 : ci = a ；2 = • • • = = 0点，从而无扰 
运动渐近稳定.假设不然 ， BP 6 # 0,设 - d 是函数亡在以 V = 6和 F = Vb 为边界 
的封闭区域内的下确界，即在这个区域内有 



V^-d, 


( 17 ) 
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由此可知， 


F(xi ⑷，: C2 ⑷，…，①爪⑷） = K -d(t -to). (18) 

Jt 0 

但这是不可能的，因为在不等式 (18) 成立的情况下，当 t 足够大时，正定函数 F(xi(t), 
的⑷， • • •，^ n ⑷）耷成 负的. 这个矛盾证明了定理是正 确的. 口 

例 1 (定点运动刚体在有阻尼的介质中平衡的渐近稳定性）设刚体在阻尼力矩 
为 

M 0 = —/M • o; (19) 

的介质中绕固定点 O 转动，其中 f { cu ) > 0,如果有其它力作用在刚体上，则认为它 
们对 O 点的矩等于零，欧拉动力学方程组为 


A t^ C 


B)qr 




-/ Mp ， 


C)rp 

at 




/Mi 


( 20 ) 


方程组 （20) 有特解 p = q 


C 备 + (5 一 A)pq 


/(+• 



=r = 0,它相应于刚体静止.我们研究这个特解对变量 


p ， q ， r 的稳定 H 

因为无扰运动为 p = q = r = 0, 故方程组 （20) 就是受扰运动的微分方程，李雅 
普诺夫函数可以取刚体的动能 


y = I(V + Sg 2 + Cr 2 ). (21) 

函数 V 的导数为 

V = - f { u ){ p 2 + g 2 + r 2 ). (22) 

因为 F 正定，而玄负定，根据李雅普诺夫定理，刚体在阻力矩为 （19) 的介质^中的平 
衡对变量 p ， g ， r 渐近稳定. 

235. 不稳定性定理 本小节介绍李雅普诺夫和契达耶夫得到的运动不稳定性 
定理.在历史上李雅普诺夫先得到了 2个定理，被契达耶夫推广得到一个定理，这个 
定理广泛应用于解决具体力学问题中的稳定性问题，以及稳定性理论研究.我们首先 
介绍契达耶夫定理，然后由此定理推导出李雅普诺夫的2个不稳定性定理. 

我们注意到，为了说明无扰运动不稳定，只需证明存在一条相应于任意小初始 
扰动的受扰运动轨迹，在某个时刻将离开坐标原点的邻域（1)，其中/ I 是某个 给定的 
数值. 


[235] 


. 李雅普诺夫直接法的基本定理 


• 371 . 


我们引入一个定义: • F > 0 区域是 指邻域 （1) 的某个区域，在该区域中 

F(xi,x 2 , ••- ,x m ) > 0, 

曲面 V = 0 称为 F > 0 区域的边界. 

定理（契达耶夫不稳定性定理）如果存在函数 F ( xi , X 2 ,... , x m ), 使得在任意 
小的邻域 （1) 内都存在 V > 0 区域，并且在 V > 0 区域内的所有点，沿着受扰运动 
方程的解曲线的导数亡都取正值，则无扰运动不稳定. 

证明 给定坐标原点的邻域（1)，选择受扰运动方程在 V >0 区域内某条轨迹 
的初始点为: Tio , $20,…， X m 0 . 因为 V > 0区域的边界经过 Xi = X 2 = = X m = 0 

点，故初始点可以选择得任意接近坐标原点（见图176,其中 m = 2). 

4 

根据定理条件，在 F > 0区域内导数 V 取正值， 

因此函数 F 沿着选定轨迹单调增加，当 t > to 时有 

I 

V ( x 1 ( t ), x 2 ( t ) r - , x m ( t )) > Vb > 0, 

其中 VJ ) = F ( xio , X 20, -- -，工 dO )， 所以从 $10，$20, …， 

x mQ 出发的轨迹不可能从边界 y = 0 离开 y >0 区 

域.下面证明，该轨迹随着时间增加一定会离开邻域 
(1). 假设不然，即对所有 f 轨迹都在邻域 （1) 内，那么 
它应该位于 V >0 区域内.但这是不可能的.事实上， 

当 h 足够小时，不显含时间 t 的连续函数 F 在邻域 
⑴内有界，即 

其中1/是某个正数.在区域 F > 0和 F > Vb 的交集区域 G 内，函数玄为正且有 
界，那么对所有的 t > t 0 有 

V^l > 0. (24) 

由此可知， / 

V(x 1 (t),X 2 (t)r- yXm(t))^Vo+l(t-t 0 ), i 

即随着时间增加函数 F 无限增大，这与 （23) 矛盾.定理 得证. 口 

满足契达耶夫不稳定性定理的函数 F 称为契 达耶夫 函数. 

例1 (欧拉情况下刚体绕惯性矩大小为中间值的轴的永久转动的不稳定性⑦) 
我们研究欧拉情况下刚体转动 （2) 的稳定性.假设转动轴相应于刚体对固定点 0 
的主惯性矩大小的中间值，假设 C > A > B 以及 u > 0 . 

①参见前面提到的书： H . r \ HeTaeBa «YCTOHHHBOCTb Pa 6 oTM no aHajiHTHHecKoii 

% 



MexaHMKe», 
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按公式⑷引入扰动 x , y , z , 由欧拉动力学方程得受扰运动微分方程为 


B 


C 



A 




c 


A 


y 


B 



+ x ) z , 


A 


B 


z 


C 



+ x)y 


(25) 


函数 V = ^ 沿着方程 （25) 的解曲线的导数为 



V 




{(J + x ) 


C-A 

B 



2 



A-B 

C 


y 


2 


(26) 


如果 o ; + : r >0, 则在不等式 y >0， z >0 确定的 V > 0 区域内导数 F 是正的 ，根据 
契达耶夫定理可知，刚体绕相应于主惯性矩大小为中间值的轴的转动不稳定. 

下面介绍李雅普诺夫不稳定性定理. 

定理（李雅普诺夫不稳定性第一定理） 如果存在函数 F ( xi , x 2 ,... , x m ), 使得 
沿着受扰运动方程的解曲线的导数玄是定号函数，而 F 不是与玄反号的常号函数， 

则无扰运动不稳定. 

证明 只要证明在该定理条件下契达耶夫不稳定性定理的条件成立就可以了. 
事实上，设函数 V 正定，由于 F 不是与 V 反号的常号函数，所以在任意接近坐标原 
点的邻域内一定存在 v > o 区域，且在该区域内 y >0. □ 

定理（李雅普诺夫不稳定性第二定理） 如果存在函数 f ， 使得沿着受扰运动微 
分方程的解曲线的导数在区域 （1) 内可以写成 


y = + ^ (27) 

其中 x 是正常数，而 W 或者恒等于零或者是常号函数，若是后者则函数 F 不是与 
W 反号的常号函数，那么无扰运动不稳定. 

证明 只需验证该定理条件下契达耶夫不稳定性定理的条件成立就可以了. 

如果 W 恒等于零，则由 （27) 可知，在坐标原点的任意小邻域内一定存在 V >0 
区域（如果需要，例如 F 负定时，可以用代替 F )， 函数 V 在该区域内是正的. 
可见，如果 W 三0则契达耶夫定理条件成立. 

设 W 不恒等于零，是常号（正的）函数，那么由 F 不是与 W 反号的常号函数 
可知，在坐标原点的任意小邻域内一定存在 F > 0区域.由公式（27)，当 W ^ O 时可 
得，在整个邻域 （1) 内有 


v^ x v, 


因此，在 F > 0区域内导数女是正的，故契达耶夫定理条件成立. 


□ 
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§3. 按一阶近似判断稳定性 

236. 问题的提法我们还是研究定常系统的稳定性.受扰运动方程写成 


dx 

dt 


= Ax + X(x) 5 



_ 

其中不是歹! J 向量 ， V = ( xi , x 2 , •• - ,^ m )； A 是 m 阶常数方阵； X 是 Xi , X 2 , ••- 
的向量函数 ，： r = ,^ rn )； 函数， i 1,2,... , m ) 在坐标原点: = 

x 2 = ... = x m = 0 的邻域内解析，并且其级数展开式的起始项不低于 X !, x 2 ,..., x m 
的二阶. 

在应用中，运动稳定性问题的研究经常借助一阶近似方程 


dx 

dt 


= Ax ^ 


( 2 ) 


该方程由原受扰运动方程⑴略去 X !, X 2,..., X m 的非线项得到. 

设虬 A 2 ，…， A m 是下面特征方程的根① 


det(A - XE) 


0, 


(3) 


而沁是矩阵 A 相应于特征根 A , 的特征向量. 

如果矩阵 A 可化为对角形，则存在 m 个线性无关的特征向量且方程 （2) 的通 


解为 ® 





⑷ 


其中 Cj 是任意常数. 

如果矩阵4不能化为对角形，则方程 （2) 的通解为 



y ^ Cjkje Xjt , 


其中向量 fcj 的分量是 t 的多项式.例如，方程 


⑸ 


/ 


XI 




Axi + X2, 


X 2 




入 X 2 


的通解为 


的值可以相等. 


Xl 

=Cl 

1 

e At + c 2 

t 

X2 

4 


0 

• ^ 

% 

1 


e At 


②参见 ： noHTpHTHH JI. C, 06uKHOBeHHue flH(j>(j>epeHUHajibHMe ypaBHeHHH. M.: Hayna, 1970 
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如果受扰运动方程是线性的，则按其通解 （ 4) 或者 （ 5 )， 无扰运动稳定性问题非常简 
单; 特别地，渐近稳定性的充分必要条件就是特征方程的所有根的实部为 负的； 只要 
存在一个根的实部为正，运动就不稳定. 

然而，受扰运动方程是非线性的，所以就提出了这样的 问题: 在什么条件下，分析 
一 阶近似方程⑵得到的稳定性结论，对原受扰运动方程⑴在非线性项 x u x 2 ，…, 
X m 任意时也是正确的？李雅普诺夫完全解决了这个问题. 

237. 按一阶近似判断稳定性的定理 李雅普诺夫得到的按一阶近似判断稳定 
性的基本结论之一可以写成下面定理形式： 


定理 如果特征方程 （3) .的所有根具有负实部，则无扰运动渐近稳定，而与 （1) 
中非线性项无关.只要特征方程的根有一个具有正实部，则无扰运动不稳定，而与 （1) 
中非线性项无关. 


证明 对方程 （1) 做变换 

M 


得 


x = Cy (det C # 0 )， 


dy 

dt 


By ^ Y { y ), 


⑹ 


⑺ 


其中 B = C X AC , Y ( y ) = C ^ XiCy ). 我们选择矩阵 C (一般是复矩阵）使得 
矩阵 B 是矩阵4的若尔当标准型，即 B 由一个或几个若尔当块组成，若尔当块位 
于对角线上，其它元素都等于零: ® 


B = 







Jk — 


A fc 

1 

0 … 

0 

0 

0 

入 fc 

1 … 

0 

0 

0 

▲ ▲ ▲ 

0 

▲ A 赢 

入 fc … 

0 

AAA 

0 

• •參 

• • • 

0 

WWW 

0 

0 … 

零零零 

Afc 

1 

0 

0 

0… 

0 

入 fc 



对方程 （7) 再做一个辅助变换 


Vj = 


(j = 1 ， 2,… ， m )， 


其中/ X 是小正数，其具体选择应满足的条件将在下面介绍.方程 （7) 用变量 

①参 见： raHTMaxep 少. P. TeopHH MaTpHix. M.: Hayica, 1967. 
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么 2 , 



写成 



dzi 

dt 

dZ2 

dt 




入 1 么 1 + fJLCblZ2 + Z \^ 


X 2 Z 2 + /^ 2 勿 + ^ 2 ? 


( 8 ) 



dt 



这里的％等于0或者1;么， Z 2 , .. , Z m 是变量 4 z 2 , …， z m 的非线性项，一般是 
复数. 

设^ 和& 是特征方程 （3) 的根的实部和虚部，即\ ~ (j = 

1，2，... ， m )， 其中 i 是虚数单位. 

a ) 设 n < 0对所有 j = 1，2, …， m 都成立.为了证明无扰运动渐近稳定，取 

函数 

m 

V = Zj Zj , (9) 

)=1 

% 

其中字母上面的横线表示复共轭.函数 （9) 是原变量 •^1) «^2) • • • ， *^771 的正定函数，它 
沿着方程 （8) 的解曲线的导数为 - 


V 


2 > ^] r j z j z j + + ^^( z jZj + ZjZj)^ 


( 10 ) 


■ 

3 


w 

3 


其中 F 是实二次型，如果方程 （8) 中所有系数％都等于零，即矩阵 A 可化为对角 
形，则 F 恒等于零. 


数 （10) 是原变量 xi , x 2r ** ,的实函数.因为 n < 0 (j = 1，2,…， m ), 所 
以如果 / x 足够小，则 V 的二次型部分是负定函数.又因为表达式 （10) 右边的最后 
一 个和包含的项不低于三阶， 故当々 足够小时函数亡是负定函数. 


根据李雅普诺夫渐近稳定性定理可知，如果特征方程所有根的实部都是负的，则 
无扰运动渐近稳定. / 


b ) 设 ri > 0, 7*2 > 0 ,… f rk >0, Vk+i < 0, ••- , r m < 0, 我们利用李雅普诺夫不稳 
定性第二定理证明无扰运动不稳定.设 



k 


^2响 




z j z j 


m 

3 


i=fc+i 



它沿着方程 （8) 的解曲线的导数 


k 


V 




■ 

3 


j=fc+i 
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可以写成 


V = ^xY + 


其中 X 是待定正数，而 


( 12 ) 


k m 

w = ^2 ( 2r J - x)zjZj + \iG 

j=l J=fc+1 


k m 

一 ^2 ㈤ Zj + z jZj ) + ^2 (巧 4 + z j ^ j)y (13) 

j = l j = fc+l 

* • 1 ^ 

其中 G ‘当方程 （8) 中系数％ 不都等于零时，在亡表达式中岀现的二次型. 

我们选取 X 使得对 j = 1，2,…， fc 有不等式0 < % < 成立，那么在//足够 
小的情况下函数 W 负定.而函数 V 显然是变号的，因而不是与 W 反号的常号函 
数.根据李雅膂诺夫不稳定性第二定理可知，只要有一个特征方 g 的根实部为正，则 

无扰运动不稳定.定理得证. 、 □ 

^ .； 

评注1李雅普诺夫还证明了 ' 如果特征方程所有根的实部都不为正，但有实 
部为零的根，则可以通过选择受扰运动方程 （1) 的非线性项使无扰运动稳定或者不 

穩定. ‘ • 

. 研究稳定性问题时可以将所有情况划分为临界情况和非临界 情况. 在非临界情 
况下研究一阶近似方程 （ 2 ) 就可以解决稳定性问题.在临界情况下研究一阶近似方 
程还不够，还需要研究受扰运动方程 （1) 的非线性项.从上面证明的定理可知，只有 
当特征方程 （ 3) 根的实部都不为正，但有实部为零的根时，属于临界情况. 


238. 罗斯-霍尔潍茨判据实际应用按一阶近似判断稳定性的定理时，确定特 
征方程根的实部符号是非常重要的，特别垂望能从特征方程的系数来判断全部根的 
实部是否都是负的. V 

我们将特征方程（纟）写成 

1 + •.. + a m —\\ + a m = 0, (14) 

该方程的系数 a 0 , a !,... , a m 締是实数.不失一般性,我们假设首项系数勿是正数. 

首先我们给出方程 （ 14) 的所有根具有负实部的一个必要 条件: 
在 ao > 0 时要使方程 （ 14) 的所有根具有负实部，该方程的所有系数必须都是正数， 

①参见 ： JlimyHOB A. M. K Bonppcy 06 yctohmhbocth // Co 6 p. com. T. 2, M.; 

JI.: H3a-bo AH CCCP, 1956. C. 267-271. 
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这个结论的证明可以直接由下面韦达公式得到: 


Ol 

do 

0>2 

CLQ 


=P 


(Al + 入 2 + 




+ 入 m )， 




入1入2 + 


參## 


+ A m _iA 爪， 


(15) 


a 


CLQ 


(-l) m AiA 2 


• # • 


入 m . 


但是，这些系数都是正数并不是方程 （14) 的所有根具有负实部的充分 条件. 充分必要 
条件由罗斯-霍尔维茨判据给出，其相应的定理本书不给岀证明霍尔维茨矩阵是 


指 


m 


阶方阵 


Q\ CI3 ^5 * * * 0 


flo a 2 ^4 • 
0 a \ as - 


这个矩阵用下述方式 构造: 主对角线是系数 


0 

0 


(16) 


a 




1，2, 


♦ # 


， m ) 按下标增大顺序排 


列的; 每列中在主对角线上面的元素的下标依次增加1，而在主对角线下面的元素的 
下标依次减少1;在矩阵中对于 j < 0和 j > m 的巧用零 代替. 

矩阵 （16) 的主子式（霍尔维茨行列式）为 


Ax 


ai ， A2 


di ^3 


a\ as «5 


，么3 


CLQ CL2 


CIO a 2 a 4 ? ••• 
0 a \ as 


， 






(17) 


定理（罗斯-霍尔维茨判据) 


首项系数恥为正数的实系教方程 （ U ) 的所有根 


具有负实部，当且仅当下面不等式成立: 


Al > 0, 


△2 > 0 , 


， Am > 0. 


/ 


(18) 


注意，当勿 ‘ 0时不等式 （18) 中即使只有一个不成立，方程（ I 4 )就有实部为 


正的根. 


下面给岀几个最简单的例子（各例都假设 do > 0). 


例 


( 一阶方程 （m = 1)) 


q>qX + fli 


0. 


条件 （18) 归结为不等式 


CL\ \> 0. 


( 19 ) 


①证明参见 ： raHTMaxep P. TeopHH MaTpim. M.; Hayna, 1967 
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例 2 (二阶方程 (m = 2)) 

clqX ^ + aiA + a 2 = 0. 

霍尔维茨行列式 （17) 为 

△1 = cti ， A 2 = aia2. , 

条件 （18) 归结为不等式 

ai >0, a 2 > 0. (20) 

例3 (三阶方程 (m = 3) ) 

CLqX^ (11 入 2 + (Z2A + CI3 = 0. 

霍尔维茨行列式 （17) 为 

△1 = ai, A 2 = a\a2 — ao^3 5 A 3 =阳八2. 

条件 （18) 归结为不等式 

ai > 0，«3 > 0 5i aia2 — aoas > 0. (21) 

Pk 

这些不等式表明，在 m > 2时方程 （14) 的系数都为正不是其所有根具有正实部的 
充分条件，在 m = 3时还要求满足不等式 ai «2 > ao ^3- 

例4 (四 阶方程 (m = 4) ) 

( 1 () 入4 612 入 2 + Cb^X *f* CI 4 = 0. (22) 

霍尔维茨行列式为 

△1 = ai, A 2 = «i<i 2 — ao^3 A 3 = as ^2 ~~ 04 ^ 1 ， A 4 =如〜. 

r 

不难验证，方程 （22) 的根都有负实部的条件为不等式 

o>i >0， a 3 > 0， CI 4 > 0， o>sio>io>2 ~ aoci3) — fl4 a i >0. / (23) 


§4. 耗散力和陀螺力对保守系统平衡稳定性的影响 

239. 完全耗散力和陀螵力对完整系统平蘅位置稳定性的影响 在第225小节 
中已经知道，在完整保守系统中增加耗散力和陀螺力，在勢能取严格局部极小值时， 
关于保守系统平衡稳定性的拉格朗日定理仍然成立，即在有势力作用下的稳定平衡 
位置，在存在耗散力和陀螺力时还是稳定的.这只是汤姆孙、泰特、契达耶夫得到的 
耗散力和陀螺力对完整保守系统平衡位置稳定性的影响的部分结论，本节还将介绍 
其它的汤姆孙-泰特-契达耶夫定理. 
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定理 如果势能在某个孤立平衡位置取严格局部极小值，则增加完全耗散力和 
陀螺力后，该平衡位置变为渐近稳定的. 

证明 不失一般性，我们认为在平衡位置所有广义坐标&都为零，为证明该 
定理，取机械能 E = 为函数按照定理条件，该函数在 2 n 维状态空间 

qiAi (i = 1，2,…， n ) 坐标原点邻域内是正定的.由定理条件知， 


V = N*(qj, qj) = Q*(qj , Qj)Qi ^0, (1) 

i=l 

其中％是相应于广义坐标识的非有势广义力，等号只有在 qi = 0 (i = 1， 2, • • • ， n ) 
时成立. 

由 F 正定和不等式（1)，根据李雅普请夫稳定性定理可知平衡位置稳定.为了 
得到渐近稳定性只需证明，如果轨迹的初始点足够接近坐标原点识= 0,^ = 0,则当 

t — oo 时，识 — 0,也 —(3 对所有 i = 1,2, ••- , n 成立 • 

设运动发生在坐标原点足够小的邻域内，该邻域除了仍 = 奶 = • • • =如 = 0 . 以 
外不包含其它平衡位置，而非有势力的功率 AT * 是广义速度的负定函数.由于平衡 
位置仍 = 奶 = …=如= 0是孤立和稳定的，选择这样的邻域总是可能的. 

因为只有当屯=如= • • • = = 0时 iV * = 0，在有限时间段内增章是 

负的，并且因坐标原点是孤立平衡位置，在选定邻域内原点以外在 At 内不可能有 
= ^2 = * * * = = 0. 事实上，如果有心=如=…= = 0,但不是所有识等于 

零，则根据第225小节所有陀螺力和耗散力都为零，由第142小节的第二类拉格朗日 
方程 （28) 可知在原点以外有 dU/dqi (i = 1，2, • • •， n )， 即所研究的平衡位置不是孤 
立的.所以在原点足够小的邻域内函数 F 是单调减小的，随着时间的增大它趋于某 
个非负的极限 6. 类似于第234小节可以证明，不可能有6 / 0的情况，从而 t — oo 
时 V —0. 又因为 F 是依 = 0,么= 0 (f = 1，2, …， n ) 的定号函数，故当 oo 时 

Qi ~~ ^ 0, C[i ― ► 0. 定理得证. 口 

240. 耗散力和陀蟪力对不稳定平衡的影响设保守系统平衡位置不稳定，能否 
通过增加耗散力使其镇定，即能否增加耗散力使有势力作用下不稳定的平衡位置变 
为稳定甚至渐近稳定？对这个问题的回答是否定的. 

我们引入某些辅助概念.就像在微振动问题中一样，假设保守系统的动能在平 
衡位置的邻域内是广义速度的正定二次型： 

1 n 

= 2 > : a ikQiQkt ( 2 ) 

i ， fc=l 

其中叫是常系数.设势能在平衡位置 qi = q 2 = ••- = 9n = 0的邻域内分解为 
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叭， g 2 , …，如的级数，其二阶部分不恒等于零，那么我们认为 

1 71 

II = — 〉: CikQiQki ⑶ 

i 9 k=l 

其中 Qfc 是常系数.二次型 （2) 和 （3) 可以通过实线性变换 q — e 变为平方和（见 
第229小节中例1，其中研究了主坐标和保守系统在平衡位置附近的主振动).用新 
变量改写动能和势能为 


z i^l ‘ Z i=l 

庞加莱建议称\ 为稳定系数. 如果函数 （3) 正定，则所有的\为正且平衡位置稳 
定.只要\中有一个是负的，则平衡位置不稳定' 负稳定系数的数目称为 不稳定 
度.下面可以看到，不稳定度本身弁不重要，童要的是其奇偶性.设 C 是二次型 (3) 
的矩阵，那么 det (7 = AiA 2 • • • A n . 由此可知，如果 detC >0 则不稳定度是偶数（或 
者等于零)，如果 detC <0 则不稳定度是奇数. 

定理 1太要有一个稳定系数为负数，则孤立平衡位置不能通过增加完全耗散 
力镇定. 

证明设 7 = —五 =-T-n ， 那么 

t 

V = - N *^0, (5) 

其中 iV * 为耗散力的功率，根据定理条件它是广义速度的负定函数. 

在任意有限时间内的增量 AF 是正的，这完全类似于前一小节定理中负的 
AF . 因为\中至少有一个是负的，故在 2 n 维空间 q u qi (i = 1，2,…， n ) 原点的 
任意小的邻域内都存在 F > 0区域.进一步的讨论完全类似第235小节中契达耶夫 
不稳定性定理的证明. 口 

可见利用完全耗散力镇定是不可能的.利用陀螺力可否镇定不稳定的平衡位 
置呢？该问题的部分答案包含在下面的定理中，我们研究线性依赖于广义速'度的陀 
螺力. 

定理 2如果保守系统孤立平衡位置的不稳定度为奇数，则增加陀螺力不能镇 

« 

定；如果不稳定度是偶数，则陀螺镇定是可能的 .‘ 

证明 为了证明不稳定度为奇数时陀螺镇定是不可能的，只要研究受扰运动的 
线性化方程，并证明其特征方程在存在陀螺力时至少有一个正根. 

①特征方程中因存在负的系数乂而岀现正根，由按一阶近似判断稳定性的定理，不仅对一阶近 
似，而且对受扰运动的非线性方程，该平衡不稳定 . 我们可以发现，这也是第 226 小节中（没有给 
出证明的）李雅普诺夫关于保守系统平衡不稳定的第一定理的证明 .. 
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利用变量0 = 1，2，一 ， n ) 将运动方程写成 

争 

n 

谷 i + XiOi = 〉: Hik^k = 1 ， 2 , • • • ，几)， 

k=l 


其中是常数.方程 （6 ) 的特征方程为 


△(入）= 


A 2 + Ai 一 712A … — 7 inA 

712 A A 2 + A 2 ••- —72nA 



7 lnA 72 nA … A 2 + A n 


⑹ 


当 a 4 + oo 时有 A ( A ) — + 00 . 又因为△⑼ = AiA 2 … A n ， 根据不稳定度为奇数得 
△(0) < 0,因而特征方程至少有一个正根,根据第237小节中按一阶近似判断稳定性 
的定理，无论受扰运动方程中非线性项如何，平衡位置 qi = q 2 = ' -' = Qn = 0 都是 
不稳定的，即如果不稳定度为奇数，则利用陀螺力镇定是不可能的. 

为了证明在不稳定度为偶数时陀螺镇定的可能性，我们来看一个简单的例子.设 
2 个自由度系统的运动微分方程为 


qi + Aigi - 792 = 0 ,如 + A 2 g2 + 7 屯 = 0 ， （ 7) 

其中 Ai , A 2 ,7 是常数, A f <0 (i = 1，2).这2个方程的最后一项是陀 螺力； 如果它 
们等于零，则平衡位置 gi = q 2 = 0 不稳定，不稳定度等于 2. 我们将证明，可以选择 
陀螺力即方程⑺中的7使平衡位置变为稳定. ^ 

方程 （7) 的特征方程为 


A 2 + Ai 

7入 


7入 

入2 +入2 


+ (Ai + 入2 + )2)入爻 + W 


0 


⑻ 


不难证明，当不等式 


卜〉 V~^l H" V — ^2 


⑼ 


成立时,方程 (8) 的根是不同的纯虚数，从而在满足条件 （9) 时， 平衡位置 qi 
稳定. 


Q 2 


0 

□ 


定理3如果保守系统的孤立平衡位置的不稳定度不为零，则增加陀螺力和完 
全耗散力后仍然是不稳定的. 

该定理的证明完全类似于定理1的证明. 

由本小节的几个定理可知： 1) 增加耗散力不破坏保守系统孤立平衡位置的稳定 
性和不稳 定性; 2) 增加陀螺力不破坏平衡位置的稳定性，在某些情况下（不稳定度为 
偶数）可以镇定不稳定的平衡 位置; 3) 如果不稳定平衡位置被陀螺镇定，则再增加完 
全耗散力后平衡位置又变为不稳定. 

仅存在有势力时，稳定称 为永久稳定, 而利用陀螺力得到的稳定称 为暂态稳定. 
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例1 (刚体在圆轨道上平动的稳定性）设刚体具有动力学对称性04 = B )， 其 

质心沿着圆轨道在中心引力场中运动.根据第126小节，刚体相对质心的运动方程 

♦ 


组可以写成 

A -^- y - {- {C — A)qr = 3 n 2 ((7 — ^4)^32^33? 

ac 

♦ 


^4^7 - （C 一 命 P = -3 n 2 (C - 4) a 33 a 3 i ， 

at 

dr ^ 

出 =0 ， 

(10) 

其中 

• ♦ 

p = ip sin 9 sin (p + 9 cos (p + na2i ， 



♦ • 

q = ^ sin ^ cos ^ — 9 simp + na22 ， 

(11) 


参 

r = ip cos 9 + ip + na23 - 



在方程组 （10) 和 （11) 中的 n 是刚体质心沿轨道运动的平运动，而按照第19小 
节的公式 （3) 用欧拉角也表示. 

由方程 （10) 的第3式得第一积分 


r = ro = const . 


运动方程有特解 



对于这个特解有 

p = 0， ^ = 0, (p = —n + ro . 


( 12 ) 

(13) 


如果 ro = 0, 那么特解 （12) 对应于刚体在固定空间中的平动（在轨道坐标系中，刚体 
绕动力学对称轴以角速度0 = - n 转动). 

我们研究这个运动对变量的稳定性.设 


7 T • • , 

0 = 0 = 7T + g2 ， o = qi, ^ = ^2. 

对方程组 （10) 的前2个进行线性化，并解出最高阶导数得 

q f i = (4 - 3 a ) gi +2 g 2， q ； 2 = Q 2 - 2 gi ， (14) 

其中撇号表示对变量 z / =咐的导数 ， a = C / A . 因为惯性矩满足三角形不等式 
A ~h 万>(7，故> 

(14) 中每个方程右边第一项是有势力，其势能为 

n = --(4 3a)ql — (15) 
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而 （14) 中每个方程右边第二项是陀螺力. 

如果陀螺力不存在，则平衡位置 qi = q 2 = 0 (相应于无扰运动 (12)) 不稳定，并 
且当 a < 4/3时不稳定度为偶数，而当4/3 < a <2 时不稳定度是奇数，所以由定理 
2可知，当4/3 < a <2 时陀螺镇定是不可能的，从而在这种情况下，无扰运动 （12) 在 
李雅普诺夫意义下不稳定. . 

同样由定理2可知，当 a < 4/3时陀螺镇定原则上是可能的.为了知道在给定 
具体陀螺力时我们所研究问题的镇定的可能性，我们来看 （14) 的特征方程 

入 4 + (3 a - 1) 入 2 + (4 - 3 a ) = 0. (16) 


在下面不等式 


3 a — 1 > 0， 4 一 3 a > 0， （3 a — I) 2 - 4(4 - 3 a ) > 0 (17) 

成立时，方程 （16) 的根是纯虚数，在线性近似情况下，无扰运动 （12) 对变量 
是稳定的.只要不等式 （17) 中有一个不成立，则方程 （16) 将有实部为正的根，无扰 
运动 （12) 在李雅普诺夫意义下不稳定. 

不难验证，不等式 （17) 可以归结为 

l < a < 差. （18) 

可见，在这个具体问题中，当不稳定度为偶数且不等式 （18) 成立时可以陀螺镇定，而 
在 a < 1时不可能镇定. 

因此，刚体沿着圆轨道的平动在 a < 1和 a > 4/3时在李雅普诺夫意义下不稳 
定，而在1 < a < 4/3时在威性近似情况下稳定.更深入的研究可以证明，在不等式 
(18) 成立时不仅在线性近似情况下，而且在非线性情况下，无扰运动稳定•① 
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般注释设受扰运动微分方程写成下面哈密顿方程形式 




dqj dH dpj 


dt 


dp 


I 零 

3 


dt 


dH 

dqj 


(j = 1，2,…， 71)， 


⑴ 


假设哈密顿函数在& 




Pj 




0 (j = l ， 2,…， n ) 的邻域内解析，可以写成级数形式 


H 


丑2 +丑3 +凡4 + 


• « # 


⑵ 


其中丑 m 是 q hPj (j = 1，2,…， n ) 的 m 次型，其系数为常数或者对 f 以 2 tt 为 周期. 
在有势力场中很多的运动稳定性问题归结为研究方程 （1). 

①参见 ： MapKeeB A. II. Pe30HaHCHtie 3(j)4)eKTM m yCTOHMHBOCTb CTauMOHapHux BpameHHH 

cnyTHHKa // KocMH^ecKHe HCCJieflOBaHHH. 1967. T. 5, ^ 3, C. 365-375. 
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无扰运动（相应于方程 （1 ) 的解％ =巧= 0 (j = 1，2,…， n )) 稳定性问题的 
研究依赖于哈密顿函数的性质.当方程 （1) 不显含 t 且丑在％ W = 0 = 

1 ，2,…， n ) 的邻域内是定号函数时，稳定性问题非常简单，在这种情况下函数 F 是 
方程 （1) 的第一积分 ，无 扰运动稳定.这个结论可以直接从李雅普诺夫稳定性定理 
得到，李雅普诺夫函数就取为函数丑. , 

如果函数丑不是定号的或者显含时间《，则稳定性问题十分复杂.对方程 （1) 
成立刘维尔保相体积定理，所以无扰运动不可能渐近稳定，但可能稳定，也可能不稳 
定.如果线性化方程无法给岀稳定性问题的严格解（例如，在定常运动情况下特征方 
程至少存在一个零实部的根)，则必须研究非线性方程，即需要研究稳定性理论的临 
界情况. 

在本节我们研究哈密顿方程所描述运动的稳定性理论的某些问题.这里限定受 
扰运动方程是线 性的' 且经常将术语“无扰运动稳定性”用“系统 （1) 稳定性”或者 
简单地用“哈密顿系统稳定性”代替. 

242. 常系数线性哈密顿系统的稳定性 我们将哈密顿线性微分方程写成矩阵 
形式（见第189小节） • 


dx 

dt 


= JHx^ 


= (xi,x 2 , ••- ,^ 2 n), 


(3) 


其中 (k = 1,2, ••- , n ) 是正则共辗变量（: Tfc 是坐标， x n ^. k 是冲量)，阶 
方阵•/为 



在方程⑶中 if 是 2 n 阶实对称矩阵，或者是常数阵或者是对 f 以 2 tt 为周期的. 

设方程 （3) 中 if 是常数阵，研究特征方程 

p ( A ) = det (JH — \ E2n ) — 0. (5) 


在第189小节中已经证明了，多项式 p ( A ) 是 A 的偶函数.如果方程 （5) 有非零根 
A = a , 则这个根或者与其反号的根 h 必有一个实部为正，所以方程 （3) 不稳 
定，根据按一阶近似判断稳定性的定理（第237小节)，这种情况下方程 （1) 也不稳 

定. 

因此方程 （3) 稳定的必要条件是特征方程 （5) 的根都是纯虚数，如果矩阵 Jif 
可对角化，这个条件也是充分条件. 

①非线性哈密顿系统稳定性理论参见： ApHOJib^ B. H. Majiue 3 HaMeHaTejiH h npo6jieMM 

ycTOHHHBOCTH b KJiaccHHecKOH h He6ecHOH MexaHHKe // yMH ， 1963. T. 18 ， BLin. 

6. C. 91-192; Mo3ep K). JleKUHH o raMHJibTOHOBux CHCTeMax, M.: Mwp, 1973; MapneeB A. 
II. Tomkh Jin6pauMM b He6ecHOH MexaHHKe h KOCMO^HHaMHKe. M •: Hayna, 1978 - 
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243. 周期系数线性系统我们研究线性微分方程组 



其中 A ⑷是对 t 以 27 T 为周期的连续实矩阵.方程⑹解的结构由下面定理描述: 

•V N 

定理方程 （6) 的基本解矩阵 A ： ⑷以 X (0) = E m 为归一化条件，可以写成 


X { t ) = Y ( t ) e Bt , 


⑺ 


其中 B 为常数矩阵， Y ( t ) 是对 t 以 2 tt 为周期的连续可微的矩阵. 

证明因为 X ( t ) 是方程⑹的基本解矩阵，又根据矩阵 A ( t ) 对 t 以 2 tt 为周 
期，故+ 2tt) 也是方程⑹的基本解矩阵,这就是说成立下面等式 

邱+ 2丌)=翊(7， (8) 

其中 C 是常数矩阵.在等式 （8) 中令 t = 0得 C = X (2 tt ), 于是 


X(t^27r) = X{t)X(27r). (9) 

因为 X ( t ) 是基本解矩阵，所以 detX (27 r ) ^ 0,非退化矩阵 X ( 2 ir ) 存在对数①，因而 
可以写成 

X (2 tt ) = e 2?rB . ! (10) 

碡 

下面令 

Y ( t ) = X ( i ) e - m , (11) 

那么 

Y(t + 2 tt ) = + 27r)e- 27rB ~ Bt 

= 叉⑷ X (2 TT ) e -27 rB e - 所，= 叉⑷ e — = 1^)， 

因此矩阵 F ⑷以 2 tt 为周期，又由 （11) 可知它连续可微，且基本解矩阵 X{t) 可以 
写成⑺的形式.定理得证. 口 

下面再引入几个 定义： 矩阵 B 的特征值\龢为方程⑹的特征指数，矩阵 
X { 2 n ) 的特征值~称为方程⑹的特征乘数.由 （10) 可知 

Pj = e 2 吻 （12) 


或者 

\j = 7r~(ln \pj \ + iargpj + i2fc7r) (fc = 0, 士 1 ，土 2, •••)• (13) 

2tt 

②参见： raHTMaxep 少 . P . TeopHH MaTpHu . M •: Hayna , 1967. 
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矩阵 X (2 tt ) 的特征方程 


det ( X (27 r ) - pE m ) = 0 (14) 

称为方程⑹的特征方程.特征方程 （14) 有2个性质 A 1) 特征方程不依赖于基本 
解矩阵的 选择; 2) 如果对方程 (6) 作以 2 tt 为周期的非退化线性变换，特征方程不变. 

方程 （6) 称为可化的是指存在变换 ^ 


x = L ( t ) y , (15) 

使得方程 （6) 变为常系数常微分方程，而周期为 2 tt 的矩阵对所有 t 有界、连 
续、可微,并且其逆矩阵⑷也具有这样的性质. 

定理 连续周期矩阵 A ( t ) 对应的方程 （6) 是可化的. 

证明 取由 （11) 定义的矩阵 Y ( t ) 为变换 （15) 的矩阵 L ( t ), 该矩阵及其逆矩阵 
对所有 f 有界、连续、可微.现在只需证明变换后的方程是常系数的，而这一点很容 
易验 证：将 

x = X { t ) e~ Bt y (16) 

代入 （6) 化简得 

签 =By . (17) 

由公式 （17) 可见，特征指数是变换后微分方程的特征方程的根. 

显然，方程 （6) 和 （17) 的稳定性问题是等价的，所以方程⑹稳定当且仅当其 
所有特征乘数位于单位圆之内，并且在位于圆周 H = 1上的特征乘数是重根 
的情况下，矩阵 X (2 tt ) 可化为对角型. 


244. 周期系数线性哈密顿系统的稳定性 设在方程⑶中 Jf 是对 t 连续以 2 tt 
为周期的实对称矩阵.线性哈密顿方程的稳定性问题与前一小节研究的一般线性系 
统稳定性问题相比，具有一系列特点，这些特点由李雅普诺夫-庞加莱关于周期系数 
哈密顿方程的特征方程的定理给岀. 

在叙述这个定理之前，我们给岀一个定义:如果方程 

f(z) = a 0 z m + aiz m_1 + • • • + a m -iz + a m = 0 (a 0 一 0) (18) 

中 = a m — k , 则称该方程 为倒数 方程.对于倒数方程有恒等式 

f ( z ) = z^f Q (z ^ 0); (19) 

反之，如果有恒等式 （19)， 则 （18) 是倒数方程.由恒等式 （19) 可知，奇数次方程 （18) 

一定有一个根 z = -1. 如果 m 是偶数，则利用 

售 

1 

a ; = 2 + — 

z 


①证明参见： MajiKHH H. F. TeopHH yctoh^hbocth M •: HayKa, 1966. 
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可将倒数方程化为0；的 m /2 次方程. 

倒数方程的根有下面容易验证的 性质： 如果方程有根 z = 1，则这个根的重数是 
偶数; 如果方程有根 z = -1， 则这个根的重数在 m 为偶数时是偶数 ，在 m 为奇数时 
是 奇数; 如果方程有根办一 ±1.，则方程也有相同重数的倒数根 q = l / z k . 


定理（李雅普诺夫-庞加莱定理） 对《以 2 tt 为周期的矩阵 ff ⑷所对应的方程 

鴦 

(3) 的特征方程是倒数方程. 

证明 因为由哈密顿系统运动给定的相空间变换是单价正则变换，所以（见第 
171小节）方程 （3) 的基本解矩阵 X ⑷是辛矩阵，即对所有 t 有 


XJX = J . (20) 

因为义⑼= f ； 2n ， 由 （20) 可知，对所有 t 有 detX = 1. 

我们来看下面一系列恒等式： 

f ( p ) = det ( X (27 r ) - pE 2n ) = det X (2 tt ) ( E 2n - /9 X _1 (27 r )) 

= det (£； 2n - pJ ~ 1 X / (2 tt ) J ) = det J -1 det ( E 2n - / 9 X , (2 tt )) det J 


=det(.E/2n 一 P-X^ / ( 27 t)) / = det(-E/2n 一 p-X^ / ( 27 r)) 

三 p 2n det ( X (27 r ) — -E2n S j = p 2n f (?) • 

由此可知特征方程 （14) 是倒数方程，定理 得证. □ 

该定理有几个重要的推论. 

推论1 线性哈密顿系统稳定当且仅当其所有特征乘数巧位于单位圆 | p | = 1 
上并且矩阵 X 可对角化. 

推论2 特征乘数巧•和 1/ pj 有相同的重数. 

推论 3如果特征方程 （14) 有根 p = 1或者 p = -1，则这些根为偶 数重. 


245. 周期系数线性系统哈密顿规范型的计算 我们再来研究方程 （3). 假设 
H ( t ) 是对 t 以 2 tt 为周期的连续的实矩阵，根据李雅普诺夫定理，方程（3> 是可化 
的.但将 (3) 化为常系数变换 （15) 中的矩阵 尤⑷ 不是唯一的.下面给出一个计算矩 
阵 [⑷ 的方法，使得相应的 （15) 是对 f 以 2 tt 为周期的实正则变换， 而将⑶ 化为 
规范型.假设方程⑶的特征指数从是纯虚数 ㈧ =趴，其中 i 是虚数单位， Q 是 

I 

实数)，假设特征乘数 pfc = exp ( i 27 Rj fc )， Pn+fc = exp (- i 27 TCTfc ) (fc = 1，2,…， n ) 是 

不同的.与在第189小节中的常系数哈密顿系统的情况类似，对 f 以 2 tt 为周期的方 
程 （3) 的规范型是指下面哈密顿函数对应的线性方程 



( 21 ) 
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这里只介绍矩阵构造过程中的计算部分'设 X ( t ) 是方程 （3) 的基本解矩阵, 
归一化条件为 X (0) = 和办是矩阵 X {2 tt ) 相应于特征乘数外的特征向量 

的实部和虚部.向量^和办满足线性方程 

鴦 

(X(2tt) — cos27rakE2n)rk + sin27njfcSfc = 0 ， 

- sin27Rjfcrfc + (X(2tt) - cos2nakE^ n )Sk = 0 ? 

由此解出 rfc 和 Sfc ， 将它们归一^化 

4 (rfc . Jsk ) = 1 ( A ; = 1，2, …， n )， 

这样作归一化总是可能的.在必须进行归一花的情况下，需要相应地选择哈密顿函 
数 （21) 中 a 的符号. 

以 和外 归一化之后构成 2 n 阶常数方阵 P ， 该矩阵的第 fc 列为向量 - 2&，第 
n + fc 列为向量 2 rfc . 

再构造 2 n 阶方阵 Q ( t ) 为 


( 22 ) 

(23) 


D ^ t ) - D 2 ( t ) 
D 2 ( t ) D ^ t ) 


其中 A 和£> 2 是对角矩阵 

鴦 



COS G\t 


sin a±t 

Di ( t ) = 


, 侧= 



COS O 


sin a n t 


待求矩阵写成下面矩阵乘积的形式 

9 

L ( t ) = X ( t ) PQ ( t ). 


(24) 


(25) 


(26) 


利用计算机实际构造矩阵 （26) 是可能的. , 

246. 参数共振问题 • 含小参数的线性哈密顿系统 在应用中方程 （ 3) 的矩阵 

H ( t ) 通常依赖于一个或几个参数，方程 （3) 的参数共振问题是确定这些参数，使得 
特征方程 （14) 有模大于1的根（特征乘数)：换句话说，这个问题就是求使方程 （3) 
不稳定的参数值.我们只研究一种特殊情况：方程 （3) 的哈密顿函数 F 写成小参数 
e 的收敛级数 

H = 丑⑼ + 组 (1) + P 丑 (2) + …， (27) 

% 

t 

% 

- 

鴦 

® 更详细的介绍参见 ： MapKeeB A. IL O HopMajiH3auHM raMHJibTOHOBOH CHCTeMbi jiHHeHHux 
AH([)(t)epeHUHajibHi>ix ypaBHeHHH c nepno 及 nqeCKHMM K09({)(})HUHeHTaMH // HMM. 1972. T, 36, 
Bbin. 5. C. 805-810, 
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其中丑⑼，丑⑴，丑( 2 ),…是变量…，: r 2 n 的二次型，并且丑⑼的系数是常数, 
而丑⑴，丑⑵，…的系数是对 t 以 27 T 为公共周期的连续实 函数； 此外丑⑼，丑⑴， 
丑⑺,…的系数依赖于一个或几个参数. 

我们研究方程 （3) 的特征乘数（以及特征指数）对小参数 e 的依赖性.因为方程 
(3) 右边对 e 是解析的，故基本解矩阵对 e 也是解析的，由此可知，特征方程 
(14) 的系数也是 e 的解析函数，但是特征乘数（和特征指数）不一定是解 析的； 如果 
当 e = 0时特征方程没有重根，则特征乘数和特征指数是解析的.如果当 e = 0时特 
征方程 （14) 有重根，则当 e # 0时其根对 e 可以不是解 析的. 然而，无论当 e = 0时 
特征方程是否有重根，当 e 一 0时方程 （14) 的 根对 e 都是连续的 

当 e = 0时方程 （3) 是常系数的.正如在第242小节中已知的，特征方程 （5) 只 
要有一个根实部不为零，方程( 3 )就不稳定，在这种情况下当^^ 0时方程 （14) 至 
少有一个根的模大于 1. 1 根据特征乘数对 e 的连续性，当参数 e 足够小时特征方程 
(14) 至少有一个根的模大于1，因此当参数 e 足够小时方程 (3) 不稳定.这种情况下 
的参数共振问题非常简单，没有研究兴趣. 

下面假设当 e = 0时特征方程 （5) 只有纯虚根土趴 （fc = 1,2, …， n )， 那么当 
e -0 时特征方程 （14) 只有模为1的根（特征乘数).我们来 4 研究当小参数 e 不为零 
时特征乘数的性质. 

首先研究当 e = 0时特征乘数没有重根的情况，即满足不等式 

* 

Gk±cri 辛 N ( fc，Z = 1，2,... , n ; N = 0,±1,±2, • • •), , (28) 

1 ' ^ 

f 

根据特征乘数的连续性，当 e 不为零且足够小时，特征乘数仍然没有重稂；此外，当 e 
足够特征乘数的模也都不会超过1:这个重要结论是李雅普诺夫-庞加莾定理 
(第244小节）的一个简单推论.根据这个定理,特征乘数相对单位圆对称分布，当€ 
足够小时，特征乘数不会离开圆周，也不破坏对称性 .. 

我们来看 n ^ 2情况，特征方程 （14) 是4次方程•设 巧 （j = 1,2,3, 4) 是当 
6 = 0 时的根，我们在复平面上画出它们（图 177 a ). 假设当 e 很 小时有 一个根，姐艽 
离开单位圆且模超过 1 ， 由于方程 （14) 的系数为实数，其复共_ K 1 必然趋向相 
对实轴的对称点.因为全部根的个数为4,且当 e 很小时 p 2 , p ; 1 的移动很小，故移 
动 M 的根内不会在数值上变为其倒 数，. 这与李雅普诺夫-庞加莱定 f 矛盾. 

于是，如果当 e = 0时特征乘数没有重 ft 或者满足不等 k (28); •则当 e 足够小 
时方程⑶稳定. 

如果当 e = 0时特征乘数存在重根 ， 位于单位圆上的某个点 A 则一般来说当 
6^0 时它们可能离开单位圆，这时它们的分布如图 177 b 所示，不破坏特征乘数相 
对圆周的对称性.但特征乘数并不总是会离开单位圆，因此在特征乘数有童根的情 

' . * 1 _ _ i 

①参 见： MajiKHH PL r. HeKOTopue 3 a^aMH TeopHH HejjKHeHHbi^: KOJieGaHHH. M.: rocTexH3- 

1956. 
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a 



图 m 


况下，在 e / 0时系统不一定就不稳定，我们下面详细研究这个问题. 

假设当 e = 0 时特征指数 ( fc . = 1， 2, …， n ) 各不相同，那么根据第 189 小 
节 ，当 e = 0 时方程 （3) 借助线性实正则变换可以变为规范型 .丑⑼ 用新变量写成 
(21) 的 形式， 且哈密顿函数 （27) 写成 


2/ n + fc ) + ^ (1) + ^ H {2) + …， (29) 

Z k=l 

其中丑⑴ ，丑⑺ ，…是新变量 m , y 2, …， y 2 n 的二次型，其系数对亡以 2 tt 为周期，参 
数共振尚题对老变量和新变量是等价的.然而， （29) 中的&有完全确定的符号，当 
e = 0时在 （3) 规范化过程中得到. 、 

我们给岀下面定理 A 

定理 对于足够小的参数 e ， 以 (29) 为哈密顿函数的系统稳定当且 仅当巧 不满 
足关系式 


^■fc + <7/ = N (fc, i = 1,2, ••- , n; AT = 0, ±1，士2, • • •); (30) 

♦ 

I # 

I 

换句 话说，关系式 （28) 中的负号可以去掉，而 （30) 中只要有一个成立，则总可以选 

择 (29) 中的函数丑⑴，丑( 2 )，…使得系统不稳定. 

9 / 

证 明略. 

_ 

S 麝 

247. 求参数 共振区 设哈密顿函熬( 29 )中的依赖于某个参数 a ， 并设 a = 
a 0 时下面不等式中至少有一个成立 

<Tk cri = N (fc, Z = 1，2, • ， • ， n; iV = 土1，士2, •.. (31) 

①证明参见 : J. Moser. New aspects in the theory of stability of Hamiltonian system // Comm. Pure 
Appl. Math. 1958. V. 11, K* 1. P. 81-114, 以及 : \flKy6oBMH B. A. ， CTap)KHHCKHH B. M. JlHHeHHBie 

AH(|)(|)epeHi；HajibHiaie ypaBHeHHA c nepHOAnnecKHMH K 09 (f> 4 >HiuieHTaMH h hx npHJio>KeHHfl. —M •: 
Hayna, 1972. 
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在 k = l 情况下当等式 （31) 成立时，即当 


2 (jfc = N (32) 

时，则称 为简单 共振; 对于 （31) 中 fc # Z 的参数共振称 为组合共振. 我们将证明在条 
件 （31) 下对于足够小的 e 可以存在不稳定区域，我们来求这个区域的边界，精确到 
e 的 一 阶.假设 n = 2且在 e = 0 时共振关系式 （31) 中 有一个成立. 

设在 （29) 中二次型丑⑴写成 ’ 


丑⑴= ^ Vi 1 V 2 2 Vs 1 vT + + (33) 

i /=2 


假设 K 1 U 2 ^ 2 展开成傅立叶级数时不包含零谐振子，否则可以将// (1) 的不依赖于 
t 的部分写入// ⑼， 我们来求参数 a 在共振值 a G 附近的变化 区域. 对于 a G ， 哈密顿 
函数 （29) 对应的线性微分方程不稳定.假设在 a = a 0 时有不等式 


下面将应用第11章§7介绍的摄动理论，求不稳定区域的基础是某些正则变换， 
将哈密顿函数 （29) 变为最简单的形式,便于反映共振特点,也便于求不稳定区域. 

首先引入复共辄正则变量 qkiPk (fc = 1,2) 如下： 


^1=2/3 + iyi ， ^2 = 2/4 + 

Pi =V3- 12/1, P2 = JM 一 12/2, 

新哈密顿函数等于 2 iff . 将 q ( a ) 在 ao 点的邻域内分解为级数，可得 



2 Lff = ia x ( pio)qipi + icr 2 ( a 0 )^2 P 2 

+ i(a - a 0 ) ( 為⑽ 1 + ^^ q2P2 ) + … 

其中省略号表示不低于 e m a - a 0 二次的项，复系数 ^1/11/2 Ml M2 是 
表 达式. 


, (35) 

的线性 


做变换 


其中母函数 S 为 


Qk 


dS 

dK 1 


dS 

Pk = w k 


X k = L 2 )， 


(36) 


S = qip f ! + q2P2 + eW = qip [ + q 2 pf 2 + Qi 1 ^ V \ X V ^ - 

i/=2 

选择对 f 以 2 tt 为周期的函数使得在新哈密顿函数 


H r = 2\H + 


dS 

~dt 


(37) 


(38) 
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中 e 阶项尽可能简单•由 （ 36) 和 （ 37) 可得变换 q k)Pk ^ q f k , p f k 的显式表达式 


Qk 



£ 


dW 

d Pk 


Pk 




dW 

W k 


(fc = 1,2), 


(39) 


其中在函数 W 中将变量办代替为 l 由 （35)， (37)-(39)可得 iT 中 e 的一次项系 
数表达式 ^ 



a 


1 / 11 / 2 M 1 M 2 


( t )^ 1 q f 2 U2 PT 1 Pt 


2 


i /=2 




a 


1^1 ^2 Mi 


的 ( 咖 im 


2 


i /=2 


其中 


2 


DW 


iE 

fc—1, 


CTfc 




喵) 


比较恒等式 （40) 中 q ^ q ^ Pi ' pT 的系数得 w 




的方程 


dn ; 


I/11/2/X1M2 




cK 

a t>lU2fJLlfJbQ 





# 

Ml ) + < 72(^2 


M 2)] 忉 




a UiU2^ipi2 


(40) 


(41) 


如果引入记号 

b = ( J \( y \ — fii ) + ( T 2{^2 — M2)? (42) 

并且为了简略不写出下标，则该方程的通解为 

4 

w ( t ) = _)e_ ibt + e_ lbt 广 e iba V - ^) dx . (43) 

Jo 

由 （43) 可知，如果6不是整数，则对任意函数 a '( t ) ，方程 （41) 的通解是以 2 tt 为周 
期的条件是 

1 疒 27T 

切 ⑼= J _ e i27r6 J Q e lbt (a’ - a)dt. 

因此,如果 6 不是整数，可以在（則中令 Y ⑷三 0. ,， 

如果&是整数，侧当 Y ⑷三0 B 寸方程 (41) 不存在周期解.为使周期解 存在〆 ⑷ 

必濟完 全确定，令 

a f { t ) = ce ~ ibt , 


其中 

1 /*2tt 

C= 2 tt J 0 

方程 （41) 的周期解为 • 

w(t) = w(0)e~ lbt + e~ lbt j (c — a(x)e lbx )dx, 


(44) 
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其中 ^(0) 可以取任意值. 

假设在 a = ao 时有组合共振 


■ 

-f <72(a ： o) = AT, 

在变换 （36) 之后哈密顿函数 （38) 可以写成 ♦ 

丑 ’ =+ i(J2(a ： o)g^/ 2 + i(a — a 0 ) + ^^2^ ( 45 ) 

+e(cnooe- iNt q[q f 2 + coone^Vx^) + … • 

下面引入实变量 ^ r kl 它们满足公式 

q'k = V ^ rke i(pk , p f k = y / 2 r ^ e~ i(pk (k = 1,2), (46) 

这些公式 i 给出的变换 q^Pk (( fk 是坐标, a 是冲量）是价为 l /(2 i ) 的正贝 (1 

变换.用新变量写成的哈密顿函数为 


H * = cri ( a 0 )ri + cr 2 ( ao ) r 2 + (a - a 0 ) 


d(7i 

dao 


Ti + 


dcr 2 

dao 



^£\ZfpF^[l3 cos((^i +(f2 — Ni) +7sin((^i + 仰 — Nt)] + …， （ 47) 

其中常数 A 7 用傅立叶级数的系数表示，这些系数相应于哈密顿函数 （29) 中函数 
K ll / 2 ^ 2 ( t ) 的某个线性组合的第 AT 个谐 振子. 根据正则变换（ 34 )，（邪）和（ 46 )可 
以给岀/?,7的表达式： 




一 ftiioo) cos + (九 looi + hollo ) sin 




.(及 iooi + ftono ) cos Nt — (hoon 


— / inoo ) sin ATt ] dt . 


再作正则变换 ( pk , r k 


(48) 


(fl = (Tl(ao)t + (f2 = (T2{oto)t + 屯2 + A 

ri = i?i, ”2 = i? 2 ， 

其中 _ 

sin 6 = —cos 0 = — % S = \//3 2 + 7 2 . 

0 0 

描述变量 Uk 随时间变化的微分方程由下面哈密顿函数给出 

H =( a - a 0 ) + + eSy / R ^ sin(^i + ^ 2 ) + * • * • 

V dao dao J 


(49) 


(50) 
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精确到 e 和 a - a G 的一次项，正则方程写成 


dRi 

dt 


dR 2 

dt 


e 6 y/RiR 2 cos ( 屯 i + 屯 2 )， 


d(^i + 屯 2) 

dt 


(a - a 0 ) 


d(CTl + (72) 

da 0 


+ ^^^ sin (^ 1 + ^ 2 ). 


(51) 


显然，哈密顿函数为 （29) 的原方程关于变量％ (j = 1，2,3,4)按 e 和 a - a 0 的一 
阶近似稳定性，等价于方程 （51) 关于变量 R u R 2 的稳定性.下面将证明，在 e 的一 
阶近似下参数共振区域（不稳定区域）由不等式 


e5 


eS 


d(ai+a 2 ) 

• + ao < a ： < ao + ■ 

d(a*i+a2) 

da 0 


da 0 


(52) 


给出，这些不等式不成立时系统稳定. 

事实上，第2个结论的依 据是： 函数 F =⑻- R 2 ) 2 + H 2 是方程 （51) 的第一 
积分，容易验证不等式 （52) 不成立时 F 是变量 R u R 2 的定号 函数; 根据李雅普诺 
夫稳定性定理知方程 （51) 对变量 R u R 2 稳定.关于不稳定性结论的依 据是： 不等式 
(52) 成立时,方程 （51) 的特解 


Ri(t) = R 2 (t) = i?2(0)e e<5 ^ 1_d2< , 屯 1 + 屯 2 = 兀 + arcsind (d = ^ 


随着时间无限增大.对于简单参数共振情况，如 2 a = AT , 研究完全类似,不稳定区 
域由不等式 

(53) 


eS 


eS 



• + ao < a < ao + _ 

d(T2 

dao 


dao 


给出，其中 5= V /3 2 + 7 2 , 而 



2 tt 


Jq K [( hoo20 ^ ^2000 )cos Nt + hioio sin 


7 


2 tt 


Jq^ [^ioio cos Nt — (hoo 20 — 及 2000) sin Nt]dt. 


(54) 




248. 马丢方程 马丢方程是指周期系数二阶微分方程 


d 2 x 


+ (a + Pcost)x = 0 ? 


(55) 


其中是常数.在很多力学问题中会遇到这个方程，如月球运动理论、三体问题、 
弹性系统振动理论等,所以对该方程的研究非常详细®. 

①参见： CTOKep J1>k. HejiHHeiiHLie KOJie6aHH>i b MexaHHnecKHx h sjieKTpuHecKHx CHCTeMax. 
M •: MJI, 1953; BeiiTMeH r .， 9pAeiiH A. Bbicnme TpaHCueH^eHTHtie (JjyHKUHM. 9juinnTHHecKHe 
h aBTOMop(|)Hi>ie c|)yHKU；HH JlaMe h MaTte. M.: Hayxa, 1967. 
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§5. 哈密顿系统的稳定性 
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我们研究与谐振子的微分方程偏离很小的情况 ® : 


d 2 x 

dt 2 


+ (J + ecost)x = 0 (0 彡 e 《 1). 


(56) 


当 e = 0 时方程描述频率为 u ; 的振动.根据前一小节，当 e # 0时在参数平面 
内可以出现不稳定区域，且 e 很小时不稳定区域源自 f = 0轴上的一系列点,这些点 
相应于振动特征频率的整数或半整数倍： 


2 uj = N (iV = 1,2,3, •••)• (57) 

例如，如果秋千在运动过程中看作周期性改变摆长的单摆,则以2倍的单摆特征频 
率改变摆长时，秋千摆动加剧（即竖直平衡位置不稳定).在实践中经常观察到公式 
(57) N = 1 的情况，即被改变摆长的频率是摆特征频率的 2 倍. 

利用前一小节得到的参数共振区域的公式，我们来求相应于 


2 c ^ 




(58) 


的按 


£ 


阶近似的不稳定区域.如果引入相应于坐标0；的冲量 K =电则方程 （56) 


等价于哈密顿函数为 


H 


-(p 2 x +UJ 2 X 2 ) + cos tx 2 


(59) 


的正则方程利用正则变换 


Px 


vW ， 


X 


y/(jJ 


Q 


(60) 


引入新变量 g ， p ， 新哈密顿函数为 


H = + q 2 ) + -^e cos tq 2 


(61) 


由公式 （53) 和 （54)， 令 N 




1以及 


及2000 


2 a ; 


cost, 


及0020 




^1010 


0, 


可得按 


£ 


阶近似的不稳定 区域: 




(62) 


例1 (刚体沿椭圆轨道的偏心振动的稳定性）在第 230 小节中讨论了质心沿椭 
圆轨道运动引起的刚体的平面周期振动，利用第 128 小节和第 230 小节中的记号，这 


些振动写成 ® 


， = -^psini /十 … 

u;g-l 


(luq ^ 1 ), 


(63) 


① 译 者注： 原文下面公式有印刷错误，已改正. 

② 译者注：原文上面公式有印刷错误，已改正. 
◎译 者注： 原文下面公式有印刷错误，已改正. 
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第十五章运动稳定性 


其中省略号表示高于偏心率 


e 


阶的项. 


为了研究 （63) 的稳定性，引入扰动 X ，它满足公式 








x 


1 + ecosv 


(64) 


将这个 p 代入第230小节中的方程 (37) 并对 a ; 线性化，可得马丢方程形式的受扰 
运动线性 方程： 


d 2 x 

du 2 


+ [u)q + e(l — ujq) cos i/]x 


0, 


(65) 


该方程精确到 e 的一阶项.当吻接近1/2时出现不稳定区域，相应于公式（62)，该 
区域由不等式① 

O 1 1 o 

( 66 ) 


3 


3 


8 6+ 2 <U；0< 2 + 8 e 


给出 • 


①由其它思路得到不稳定区域 （ 66) 参见： BejieQKHH B. B. HCKyccTseHHoro cnyT- 

HMKa OTHOCHTejitHO i^eHTpa Macc. M.: HayKa, 1965. 
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